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第 一 部 分 在 教室 中 


目的 
1. 帮助 学 生 
教师 最 重要 的 任务 之 一 是 帮助 学 生 。 这 个 任务 并 不 很 简单 ， 它 需要 时 间 、 
实践 、 热 忱 以 及 健全 合理 的 原则 。 


学 生 应 当 有 尽 可 能 多 的 独立 工作 经 验 。 但 是 如 果 让 他 独自 面 对 问题 而 得 不 
到 任何 帮助 或 者 帮助 得 不 够 。 那么 他 很 可 能 没有 进步 。 但 若 教 师 对 他 帮助 过 多 ， 
那么 学 生 却 义 无 事 可 干 ， 教 师 对 学 生 的 帮助 应 当 不 多 不 少 ， 恰 使 学 生 有 一 份 合 
理 的 工作 。 


如 果 学 生 不 太 能 够 独立 工作 ， 那 末 教 师 也 至 少 应 当 使 他 感觉 自己 是 在 独立 
工作 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 教 师 应 当 考 虑 周到 地 、 不 显眼 地 帮助 学 生 。 


不 过 ， 对 学 生 的 帮助 最 好 是 顺 乎 自然 。 教 师 对 学 生 应 当 设身处地 ， 应 当 了 
解 学 生 情 况 ， 应 当 弄 清 学 生 正 在 想 什 么 ， 并 且 提 出 一 个 学 生 自己 可 能 会 产生 的 
问题 ， 或 者 指出 一 个 学 生 自 己 可 能 会 想 出 来 的 步骤 。 


7. 问题、 建议 、 思 维 活动 

在 打算 对 学 生 进 行 有 效 、 不 显眼 而 又 自然 的 帮助 时 ， 教 师 不 免 一 而 再 ， 再 
而 三 地 提出 一 些 相同 的 问题 ， 指 出 一 些 相 同 的 步 又。 这 样 ， 在 大 量 的 问题 中 ， 
我 们 总 是 问 : 未 知 数 是 什么 ? 我 们 可 以 变换 提 法 , 以 各 种 不 同 的 方式 提问 同一 个 
问题 ; 求 什么 ? 你 想 找到 什么 ? 你 假定 求 的 是 什么 ? 这 类 问题 的 目的 是 把 学 生 的 注 
意 力 集中 到 未 知 数 上 。 有 了 时， 我 们 用 一 条 建议 ， 看 着 未 知 数 ， 来 更 为 目 然 地 达 
到 同一 效果 。 问 题 与 建议 都 以 同一 效果 为 目的 : 即 企图 引起 同样 的 思维 活动 。 


从 作者 看 来 ， 在 与 学 生 讨 论 的 问题 中 ， 收 集 一 些 典 型 的 有 用 问题 和 建议 ， 
并 加 以 分 类 是 有 价值 的 。 前 面 这 张 表 就 包含 了 这 类 经 过 仔细 挑选 与 安排 的 问题 
和 建议 ， 它 们 对 于 那些 能 独立 解 题 的 人 也 同样 有 用 。 读 者 充分 熟悉 这 张 表 并 且 
看 出 在 建议 之 后 所 应 采取 的 行动 之 后 ， 他 会 感到 这 张 表 中 所 间接 列举 的 是 对 解 
题 很 有 用 的 典型 思维 活动 。 这 些 思维 活动 在 表 中 的 次 序 是 按 其 发 生 的 可 能 性 大 
小 排列 的 。 


3 ， 普 这 性 

表 中 所 提问 题 与 建议 的 重要 特点 之 一 是 普 吉 性 ， 例 如 : 未 知 数 是 什么 ?已 
知 数 是 什么 ?条件 是 什么 ? 这 些 问题 部 是 普 过 适用 的 ， 对 于 所 有 各 类 问题 ， 我 们 
提出 这 些 问题 都 会 取得 良好 效果 。 它 们 的 用 途 不 限于 任何 题目 。 我 们 的 问题 可 
以 是 代数 的 或 几何 的 ， 数 学 的 或 非 数 学 的 ， 理 论 的 或 实际 的 ， 一 个 严肃 的 问题 
或 仅仅 是 个 谜语 。 这 没什么 送别 ， 上 述 问题 都 是 有 意义 的 ， 而 且 有 助 于 我 们 解 


题 。 


事实 上 ， 还 存在 一 个 限制 ， 不 过 这 与 论题 无 关 。 表 中 某 些 问题 与 建议 ， 只 
能 用 于 “求解 题 ” 而 不 能 用 于 “求证 题 ”。 如 有 果 我 们 的 问题 属于 后 者 ， 则 必须 
采用 别 的 提问 方法 ， 见 第 三 部 分 “求解 题 ， 求 证 题 ” 这 一 段 。 


4. 第 识 

我 们 这 张 表 中 的 问题 与 建议 是 共有 普 所 性 的 ， 但 是 除去 其 普遍 性 以 外 ， 它 
们 也 是 自然 的 、 简 单 的 、 显 而 易 见 的 并 且 来 自 于 普通 常识 。 例 如 这 条 建议 ， 看 
着 未 知 数 ! 试想 出 一 个 具有 相同 未 知 数 或 类 似 未 知 数 的 熟悉 的 问题 ,这 条 建议 不 
管 怎样 总 是 劝告 你 去 做 你 想 做 的 事 ， 而 对 于 你 认真 要 解决 的 问题 并 未 提出 具体 
的 劝告 。 你 是 不 是 肚子 饿 了 ? 如 果 你 希望 搞 点 吃 的 , 你 就 会 想起 你 所 熟悉 的 搞 到 
食物 的 一 些 办 法 。 你 是 不 是 有 一 个 几何 作 图 题 ? 如 果 你 想 作 一 个 三 角形 , 你 也 会 
想起 你 所 熟悉 的 一 些 作 三 角形 的 办 法 。 你 是 否 有 一 个 任意 的 问题 ?你 阁 欠 望 找 出 
某 个 未 知 数 ， 你 就 会 想起 找 出 这 样 一 个 未 知 数 或 你 所 熟悉 的 类 似 未 知 数 的 一 些 
办 法 。 如 果 你 这 样 做 了 ， 那 你 的 路 子 也 是 对 头 的 ， 这 个 建议 是 个 好 建议 ， 它 同 
你 提出 一 个 常 能 成 功 的 程序 。 


我 们 表 中 的 所 有 问题 与 建议 都 是 自然 的 、 简 单 的 、 显 而 易 见 的 ， 而 且 只 不 
过 是 普通 和 常识， 但 是 这 张 表 把 常识 概括 地 加 以 叙述 。 这 张 表 所 提出 的 处 理 办 法 
对 于 那些 认真 对 符 其 问题 并 有 茶 些 向 识 的 人 来 说 是 很 目 然 的 。 然 而 按 正 确 道路 
行动 的 人 往往 不 注意 用 明确 的 语言 来 表达 其 行动 , 而 且 他 可 能 根本 不 会 这 样 做 ; 
我 们 这 张 表 却 符 试 去 表达 这 些 。 


5 .教师 与 学 生 ， 模 仿 与 实践 
当 教师 向 学 生 提 出 表 中 的 问题 或 建议 时 ， 他 可 能 有 两 个 目的 : 第 一 ， 帮 助 
学 生 解 决 手头 的 问题 ， 第 二 ， 培 养 学 生 将 来 能 够 独立 解 题 的 能 


经 验证 明 ， 适 当 使 用 我 们 表 中 的 问题 与 建议 ， 常 能 对 学 生 有 所 神 益 。 此 表 
有 两 个 特点 : 第 识 性 与 普 志 性 。 由 于 此 表 来 源 于 普通 常识 ， 所 以 显得 很 卓然 ， 
学 生 自 己 也 会 提出 这 类 问题 。 由 于 此 表 具 有 普 志 性 ， 所 以 它们 对 学 生 的 帮助 并 
非 强 加 于 人 ; 它们 只 不 过 指出 了 一 般 的 方向 ， 而 留 给 学 生 去 做 的 还 很 多 。 


上 述 两 个 目的 是 密切 相关 的 。 如 果 学 生 在 解决 手边 的 问题 中 获得 成 功 ， 他 
就 提高 了 一 些 解 题 的 能 力 。 这 时 ， 我 们 不 应 该 瑟 记 我 们 所 提问 题 具 有 普 吉 性 而 
且 可 适用 于 许多 情况 。 如 果 同 一 个 问题 反复 地 对 学 生 有 所 帮助 ， 那 么 他 就 会 注 
意 到 这 个 问题 ， 于 是 在 类 似 的 情况 下 ， 他 自己 就 会 提出 这 个 问题 。 通 过 反复 地 
提出 这 个 问题 ， 他 总 会 有 一 次 成 功 地 诱导 出 正确 的 念头 。 通 过 这 样 一 次 成 功 ， 
他 便 发 现 了 利用 这 个 问题 的 正确 途径 ， 于 是 ， 他 真正 地 领会 了 它 。 


学 生 可 能 对 我 们 表 中 的 一 些 问题 领会 得 很 好 ， 以 致 他 最 终 能 够 在 恰当 的 时 
刻 问 目 己 提出 正确 的 问题 ， 并 进行 相应 的 目 然 而 活跃 的 思维 活动 。 这 样 ， 学 生 
束 无 疑 从 我 们 的 表 中 得 到 了 尽 可 能 多 的 收获 。 为 了 得 到 尽 可 能 好 的 结果 ， 教 师 
可 以 做 些 什么 事 呢 ) 


解 题 ， 臂 如， 就 好 象 游泳 一 样 ， 是 一 种 实际 技能 。 当 你 学 习 游泳 时 ， 你 模 
仿 其 他 人 的 手足 动作 使 尖 部 保持 在 水 面 上 并 最 后 通过 实践 ( 实地 练习 游泳) 来 学 
会 游泳 。 当 试图 解 题 时 ， 你 也 必须 观察 并 模仿 其 它 人 在 解 题 时 的 所 作 所 为 ， 并 
且 最 后 通过 实践 来 学 会 解 题 。 


希望 提高 学 生 解 题 能 力 的 教师 ， 必 须 培 养 学 生 的 兴趣 ， 然 后 给 他 们 提供 大 
量 的 机 会 去 模仿 与 实践 。 如 果 教 师 想 要 在 他 的 学 生 中 发 展 相应 于 我 们 表 中 的 问 
题 与 建议 的 思维 活动 ， 那 么 他 娲 应 该 尽 可 能 地 经 币 而 目 然 地 四 学 生 提 出 这 些 问 
题 和 建议 。 此 外 ， 当 教师 在 全 班 面前 解 题 时 ， 他 应 当 使 其 思路 更 吸引 人 一 些 ， 
并 且 应 当 向 自己 提出 那些 在 帮助 学 生 时 所 使 用 的 相同 问题 。 由 于 这 样 的 指导 ， 
学 生 将 终于 找到 使 用 表 中 这 些 问 题 与 建议 的 正确 方法 ， 并 且 这 样 做 以 后 ， 他 将 
学 到 比 任何 具体 数学 知识 更 为 重要 的 东西 。 


主要 部 分 ， 主 要 问题 
6.， 四 个 阶段 
在 求解 过 程 中 ， 我 们 很 可 能 再 三 地 改变 我 们 的 观点 ， 或 者 改变 考虑 问题 的 
途径 。 我 们 应 该 不 断 地 变更 我 们 的 出 发 点 。 当 我 们 开始 着 手 解 题 时 ， 我 们 对 问 
题 的 概念 可 能 很 不 完整 ， 当 我 们 有 些 进 展 以 后 ， 我 们 的 看 法 就 不 同 了 ;而 当 我 
们 几乎 已 经 得 到 解答 的 时 候 ， 看 法 就 会 更 不 相同 。 


为 了 把 我 们 表 中 的 问题 与 建议 进行 适当 分 组 ， 我 们 把 工作 分 为 四 个 阶段 。 
首先 ,我 们 必须 了 解 问题 ; 我 们 必须 清楚 地 看 到 要 求 的 是 什么 ? 其 次 , 我 们 必须 
了 解 各 个 项 之 间 有 怎样 的 联系 ?未 知 数 和 数据 乙 间 有 什么 关系 为 了 得 到 解 题 的 
思路 ， 应 该 制定 一 个 计划 。 第 三 ， 实 现 我 们 的 计划 。 第 四 ， 我 们 回顾 所 完成 的 
解答 ， 对 它 进 行 检查 和 讨论 。 


上 述 每 一 阶段 都 有 其 重要 性 。 可 能 会 有 这 样 的 情况 ， 一 个 学 生 想 出 了 一 个 
异常 好 的 念头 ， 于 是 跳 过 所 有 的 预备 步骤 ， 解 答 就 脱口 而 出 了 。 如 此 幸运 的 念 
头 当然 是 求 乙 不 得 的 ， 但 是 也 可 能 发 生 很 不 如 愿 和 很 不 走运 的 事 : 即 ， 学 生 通 
过 上 述 四 阶段 中 的 任何 一 个 阶段 都 没有 想 出 好 念头 。 最 粮 料 的 情况 是 : 学 生 并 
没有 理解 问题 就 进行 演算 或 作 图 。 一 般 说 来 ， 在 尚未 看 到 主要 联系 或 者 尚未 作 
出 某 种 计划 的 情况 下 ， 去 处 理 细节 是 毫 无 用 处 的 。 如 果 学 生 在 实行 其 计划 的 过 
程 中 检查 每 一 步 ， 就 可 以 避免 许多 错误 。 如 果 学 生 不 去 重新 检查 或 重新 考虑 已 
完成 的 解答 ， 则 可 能 失去 某 些 最 好 的 效果 。 


7、 弄 清 问题 

回答 一 个 你 尚未 弄 清 的 问题 是 轧 帮 的 。 去 做 一 件 你 不 愿 干 的 事 是 可 莫 的 。 
在 校内 外 ， 这 种 愚 束 和 可 悲 的 事情 却 经 和 常 发生， 但 教师 应 力求 防止 在 他 的 班级 
里 发 生 这 样 的 事 。 学 生 应 当 弄 清 问题 ， 然 而 他 不 仅 应 当 弄 清 它 ， 而 且 还 淘 望 解 
出 它 。 如 果 学 生 对 问题 没 弄 清 或 不 感 兴趣 ,这 并 不 是 他 的 过 错 , 问题 应 当 精 选 ， 
所 选 的 题目 不 太 难 但 也 不 要 太 容 易 ， 应 顺 乎 自然 而 且 趣 味 亚 然 ， 并 且 有 时 在 叙 
述 方式 上 也 应 当 目 然而 有 趣 。 


首先 ， 必 须 了 解 问题 的 文字 叙述 。 教 师 在 某 种 程度 上 可 以 检查 这 一 点 ， 他 
可 以 要 求学 生 重 新 叙述 这 题目 ， 而 学 生 应 能 流利 地 重新 叙述 这 个 问题 。 学 生还 
应 当 能 够 指出 问题 的 主要 部 分 ， 即 未 知 数 ， 已 知 数据 ， 条 件 。 所 以 老师 提问 时 ， 
不 要 错过 这 样 的 问题 : 未 知 数 是 什么 ? 已 知 数据 是 什么 条件 是 什么 ? 


学 生 应 该 仔细 地 、 重 复 地 并 且 从 各 个 方面 来 考虑 问题 的 主要 部 分 。 如 果 问 


题 和 茶 一 图 形 有 关 ， 那 末 他 应 该 画 张 图 并 在 上 面 标 出 未 知 数 与 已 知 数据 。 如 果 
对 这 些 对 象 需要 给 以 名 称 ， 他 应 该 引入 适当 的 符号 。 适 当地 注意 选择 符号 ， 他 
就 会 被 迫 考虑 这 些 必须 选择 符号 的 对 象 。 在 此 预备 阶段 中 ， 假 定 我 们 并 不 期 望 
有 一 个 明确 的 回答 ， 而 只 不 过 想 有 一 个 临时 性 的 回答 或 一 个 猜测 ， 那 么 妃 外 还 
有 一 个 问题 可 能 是 有 用 的 ， 即 : 满足 条 件 是 否 可 能 呢 ! 


在 本 书 第 二 部 分 中 ， 把 “ 弄 清 问题 ”分 成 两 个 阶段 : “熟悉 问题 ”和 “ 深 
人 理解 问题 ”| 。 


8、 例 子 
让 我 们 说明 上 节 中 的 茶几 点 内 容 。 我们 选 下 列 简单 问题 : 已 知 长 方 体 的 
长 、 宽 、 高 ， 求 其 对 角 线 长 度 。 


为 了 对 此 问题 作 有 益 的 讨论 ， 学 生 必 须 熟 悉 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 其 在 平面 儿 
何 中 的 菜 些 应 用 。 他 们 对 立体 几何 可 能 只 有 很 少 的 系统 知识 。 教 师 这 时 可 以 依 
赖 学 生 对 空间 关系 的 朴素 知识 。 


教师 可 以 通过 使 问题 具体 化 而 使 之 有 趣 。 如 教室 就 是 个 长 方 体 ， 其 尺寸 可 
以 测量 ， 也 可 以 估计 ， 要 求学 生 不 作 测量 ， 间 接地 求 出 教室 的 对 角 线 长 度 。 教 
师 指出 教室 的 长 、 宽 、 高 ， 用 手势 说 明 什么 是 对 角 线 ， 通 过 不 断 地 和 教室 相 联 
系 而 使 他 男 在 黑板 上 的 图 变 得 更 加 形象 。 


以 下 是 老师 与 学 生 间 的 对 话 : 

“未 知 数 是 什么 ” 

“长 方 体 对 角 线 的 长 度 。” 

“已 知 数 是 什么 ” 

“长 方 体 的 长 、 宽 、 高 。” 

“引入 适当 的 符号 ， 用 哪个 字母 表示 未 知 数 ) ” 
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“长 、 宽 、 高 应 选 哪 些 字 母 ?” 

i 

“联系 3 ，b ，( 与 X 的 条 件 是 什么 ? ” 

“是 长 方 体 的 对 角 线 ， 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 为 9，b，(?” 

“这 是 个 合理 的 问题 吗 ! 我 意思 是 说 , 条 件 是 否 充 分 , 足以 确定 未 知 数 吗 ? ” 

“是 的 ， 是 充分 的 。 如 果 我 们 知道 8，b，c ， 我 们 就 知道 平行 六 面体 。 如 
果 平 行 六 面体 被 确定 ， 则 对 角 线 也 被 确定 了 。” 


9 .拟定 计划 

当 我 们 知道 ， 或 至 少 大 体 上 知道 ， 为 了 求解 未 知 数 ， 必 须 完 成 哪些 计算 、 
要 作 哪 些 图 的 时 候 ， 我 们 就 有 了 一 个 计划 。 从 弄 清 问题 到 想 出 一 个 计划 ， 其 过 
程 可 能 是 漫长 而 曲折 的 。 事实 上 ， 求 解 一 个 问题 的 主要 成 绩 是 构想 出 一 个 解 题 
计划 的 思路 。 这 个 思路 可 能 是 逐渐 形成 的 。 或 者 ， 在 明显 失败 的 尝试 和 一 度 狂 
豫 不 决 之 后 ， 突 然 内 出 了 一 个 “好 念头 ”。 老 师 为 学 生 所 能 做 的 最 大 的 好 事 是 
通过 比较 目 然 的 帮助 ， 促 使 他 自己 想 出 一 个 好 念头 。 我 们 下 面 就 要 讨论 的 问题 
与 建议 正 是 要 诱发 这 样 一 种 好 念头 。 


为 了 弄 清 学 生 的 心理 活动 ， 老 师 应 当 回 想 他 目 己 的 经 验 ， 回 顾 他 目 己 在 解 
题 时 伴 到 的 困难 与 取得 成 功 的 经 验 。 


我 们 当然 知道 ， 如 果 我 们 对 该 论题 知识 贫乏 ， 是 不 容易 产生 好 念头 的 。 如 
果 我 们 完全 没有 知识 ， 则 根本 不 可 能 产生 好 念头 。 一 个 好 念头 的 基础 是 过 去 的 
经 验 和 已 有 的 知识 。 仅 仅 靠 记忆 不 足以 产生 好 念头 。 但 若 不 重新 收集 一 些 有 关 
事实 ， 则 也 不 会 出 现 好 念头 。 只 有 材料 还 不 足以 盖 房 子 ， 但 是 不 收集 必需 的 材 
料 也 关 不 了 房子 。 解 决 数学 问题 所 必需 的 材料 是 我 们 早已 获得 的 数学 知识 的 茶 
些 有 关内 容 ， 如 以 前 解决 的 问题 ， 以 前 证 明 过 的 定理 。 因 此 ， 以 下 列 问 题 开始 
工作 常常 是 合适 的 ;你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 


困难 就 在 于 : 通 第 有 相当 多 的 问题 与 我 们 现在 手 上 的 问题 有 关 ， 即 ， 与 它 
有 茶 种 共同 之 处 。 我 们 怎样 挑 出 其 中 一 个 或 几 个 确实 有 用 的 问题 呢 ? 我 们 建议 把 
力量 放 在 主要 的 共同 之 处 上 :看 着 未 知 数 ! 试想 起 一 个 具有 相同 或 相似 未 知 数 的 
熟悉 的 问题 来 。 


如 果 我 们 成 功 地 回想 起 一 个 与 当前 问题 密切 相关 的 早已 解决 的 问题 ， 那 是 
很 幸运 的 。 我 们 应 当 和 争取 这 样 的 运气 ， 通 过 探索 我 们 是 可 以 得 到 它 的 。 这 里 
有 个 问题 与 你 的 问题 有 关 ， 且 早已 解决 ， 你 能 利用 它 吗 ? 


上 述 问 题 ， 如 能 很 好 地 理解 和 认真 地 加 以 考虑 ， 常 常 有 助 于 激发 起 一 连 串 
正确 的 想法 ;但 它们 并 不 总 是 有 用 的 ， 它 们 并 非 麻 法。 如 果 这 些 问题 不 行 ， 我 
们 必须 寻找 某 些 其 他 的 适当 接触 点 ， 并 且 探 索 问题 的 各 个 方面 ， 我 们 不 得 不 变 
化 、 变 换 、 修 改 该 问题 。 你 能 否 重 述 这 个 问题 我们 表 中 的 某 些 问 题 提示 了 改变 
问题 的 专门 方法 ， 例 如 普遍 化 、 特 殊 化 、 应 用 类 比 、 舍 去 一 部 分 条 件 等 等 ， 具 
体 细节 是 重要 的 ， 但 我 们 现在 不 能 深入 讨论 。 改 变 问题 可 能 导致 提出 某 种 适当 
的 辅助 问题 ， 如 下 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ， 则 应 首先 尝试 去 解决 菜 些 与 此 有 
关 的 问题 。 


尝试 去 应 用 各 种 已 知 的 问题 或 定理 ， 考 虑 各 种 修改 ， 对 各 种 辅助 问题 进行 
试验 ， 我 们 可 能 离开 原来 的 问题 太 远 ， 甚 至 最 后 有 失掉 它 的 危险 。 但 是 还 有 一 
个 很 好 的 问题 可 以 把 我 们 带 回 原 处 : 你 是 否 利用 了 所 有 的 已 知 数据 ; 你 是 否 利用 
了 整个 条 件 ;? 


10 .例子 
我 们 回 到 第 8 市 中 的 例子 。 
“你 是 否 知 道 一 个 与 此 有 关 的 问题 '” 
“看 着 未 知 数 ， 你 是 否 知道 一 个 具有 相同 未 知 数 的 问题 ” 
“好 ， 未 知 数 是 什么 ” 
“平行 六 面体 的 对 角 线 。” 
“你 是 否 知道 任何 具有 相同 未 知 数 的 问题 ” 
“不 ， 我 们 还 没有 任何 关于 平行 六 面体 对 角 线 的 问题 ” 
“你 是 否 知道 任何 具有 相似 未 知 数 的 问题 ” 


“你 看 ， 对 角 线 是 个 线段 ， 就 是 直线 的 一 段 。 你 从 来 没有 解决 过 一 个 未 知 
数 是 直线 长 度 的 问题 ” 


“当然 ， 我 们 曾经 解决 过 这 样 的 问题 ， 例 如 找 出 直角 三 角形 的 一 个 边 。” 


“好 啊 ! ”这 里 有 一 个 知 你 的 问题 有 关 的 问题 ， 且 早已 解决 ， 你 能 利用 它 
吗 ? 9? 


“你 真 走运 ， 你 想起 了 一 个 与 你 当前 问题 有 关 的 问题 ， 而 且 这 个 问题 你 以 
前 已 经 解决 了 。 你 愿意 利用 它 吗 ? 为 了 能 利用 它 ， 你 能 售 引 进 茶 个 辅助 元 素 ?” 


“看 这 里 ， 你 所 想起 的 是 一 个 关于 三 角形 的 问题 。 图 中 有 三 角形 吗 ? ” 


我 们 希望 这 最 后 的 提示 已 明白 得 足以 诱发 出 解 题 的 思路 ( 即 引入 一 个 在 图 
1 中 用 阴影 画 出 的 直角 三 角形 ) 。 这 个 引入 的 直角 三 角形 的 斜 边 就 是 我 们 所 要 求 
的 对 角 线 。 但 是 教师 应 当 对 下 述 情况 有 所 准备 : 即使 这 样 明白 的 提示 也 不 能 使 
学 生 开 穷 ， 那 么 他 应 当 动 用 所 有 越 来 越 明显 的 提示 。 


“你 是 否 想 在 图 1 中 有 个 三 角形 ? ” 
“在 图 中 ， 你 想 有 哪 种 三 角形 ? ” 


“你 现在 还 不 能 求 出 这 对 角 线 ; 但 你 说 过 你 能 求 出 三 角形 的 一 个 边 。 那 么 
现在 你 该 怎么 办 呢 ? ” 


“如 果 对 角 线 是 三 角形 的 一 个 边 ， 你 能 找 出 它 吗 ? ” 


经 过 或 多 或 少 的 帮助 后 ， 学 生 终 于 成 功 地 引进 了 决定 性 的 辅助 元 素 ， 即 图 
中 阴影 三 角形 ， 在 鼓励 学 生 进入 实际 计算 之 前 ， 教 师 应 确信 其 学 生 对 问题 的 理 
解 已 有 足够 的 深度 。 


“我 想 ， 男 出 那个 三 角形 是 个 好 主意 ， 你 现在 有 了 个 三 角形 ， 但 是 你 是 否 
有 未 知 数 ” 


“未 知 数 是 三 角形 的 斜 边 ， 我 们 可 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 去 计算 它 ” 


“如 果 两 边 为 已 知 ， 你 会 计算 。 但 它们 是 已 知 的 吗 ? ” 


“一 个 边 已 给 定 ， 是 ( 。 另 一 个 边 ， 我 想 也 不 难 求 出 。 是 的 ， 另 一 边 
一 个 直角 三 角形 的 斜 边 。” 


ft 
过 


“很 好 ! 现在 我 看 出 你 有 个 计划 了 。” 


11 .实现 计划 

想 出 一 个 计划 , 产生 一 个 求解 的 念头 是 不 容易 的 。 要 成 功 需 要 有 许多 条 件 ， 
如 已 有 的 知识 、 良 好 的 思维 习惯 、 目 标 集中 ， 还 要 有 好 运气 。 但 实现 计划 则 容 
易 得 多 ， 我 们 所 需要 的 主要 是 耐心 。 


计划 仅 给 出 一 个 一 般 性 的 大 纲 ， 我 们 必须 充实 细节 并 耐心 地 检查 每 一 个 细 
节 ， 直 到 每 一 点 都 完全 清楚 了 ， 没 有 任何 可 能 隐藏 错误 的 含糊 之 处 为 止 。 


如 采 学 生 真 的 拟定 出 一 个 计划 ， 则 教师 惑 比 较 清 亲 了。 现在 的 主要 危险 是 
学 生 可 能 会 忘记 他 的 计划 。 因 为 那些 从 外 界 接受 计划 的 和 根据 教师 的 权威 来 采 
纳 某 个 计划 的 学 生 , 很 容易 发 生 这 种 现象 ; 但 耕 是 学 生 上 自己 搞 出 来 的 计划 ( 即便 
经 过 某 种 帮助 ) 并 且 学 生 满意 地 看 出 了 最 终 的 思路 ， 则 他 就 不 那么 容易 态 记 。 教 
师 必须 坚持 让 学 生 检 查 每 一 步骤 。 


根据 “直观 ”或 “形式 ”上 的 论证 ， 我 们 可 以 使 自己 相信 每 一 步骤 的 正确 
性 。 我 们 可 以 集中 力量 在 有 问题 的 疑点 上 ， 直 到 完全 捅 清楚 ， 曙 不 怀疑 每 一 步 
又 都 是 正确 的 为 止 ， 或 者 我 们 可 以 根据 形式 推理 的 法 则 推导 出 有 问题 的 这 一 点 
( 在 许多 重要 的 场合 , 直接 观察 与 形式 证 明 二 者 间 的 区 别 是 足够 明显 的 ; 更 进 一 
步 的 讨论 让 我 们 留 给 哲学 家 们 去 进行 吧 ! 1 


主要 之 点 是 : 学 生 应 当真 正 地 相信 每 一 步骤 的 正确 性 。 在 某 些 情况 老师 可 
以 强调 “看 出 来 ”与 “证 明 ” 二 者 之 间 的 差别 而 提出 : 你 能 清楚 地 看 出 这 一 步 
又 是 正确 的 吗 同时 你 也 能 证 明 这 一 步骤 是 正确 的 吗 | 


12 .例子 

我 们 继续 第 10 市 末尾 留 下 的 工作 。 学 生 最 后 已 经 得 到 了 解 题 的 思路 。 他 看 
出 未 知 数 x 是 直角 三 角形 的 斜 边 ， 而 给 定 的 高 度 ( 是 边 长 之 一 ， 另 一 边 则 是 六 面 
体 的 一 个 面 的 对 角 线 。 很 可 能 这 刚 学 生 被 催促 引入 一 个 适当 的 符号 。 他 应 当选 
择 y 表 示 另 一 边 ， 即 面 上 的 对 角 线 ， 其 两 边 为 和 b 。 学 生 现 在 可 能 看 得 更 清楚 : 
解 题 的 思路 就 是 应 该 引进 一 个 辅助 未 知 数 J0 最后， 陆续 对 这 两 个 直角 三 角形 进 
行 考虑 之 后 ， 他 得 到 

#2=y +C 

y =a +0 于 是 消去 辅助 未 知 数 y/ ， 从 而 有 

X2=a +b "+c 

X= Va +b? 上 +c2 

如 果 学 生 正 确 地 进行 上 述 细节 运算 ， 老 师 没 有 理由 去 打 断 他 ， 除 非 必 要 时 
提醒 他 应 当 检 查 每 一 步 。 这 样 ， 教 师 可 以 问 : 


“你 能 清楚 地 看 出 具有 三 边 x，y， (的 三 角形 是 直角 三 角形 吗 ? ” 


对 于 这 个 问题 ， 学 生 可 能 老 老 实 实 回 答 : “是 ”。 但 是 如 果 老 师 不 满足 于 
学 生 的 直观 猜测 ， 他 应 该 继续 提问 : 


“但 是 你 能 证 明 这 个 三 角形 是 个 直角 三 角形 吗 ? ” 


除非 整个 班级 对 于 立体 几何 已 丝 有 了 民 好 的 起 点 ， 人 否则 教师 不 应 当 提出 这 
个 问题 。 即 使 如 此 ， 也 仍然 存在 茶 坚 危险 性 ， 即 对 这 个 偶然 提出 问题 的 回答 可 
能 成 为 大 多 数学 生 的 主要 困难 。 


13 .回顾 

即使 是 相当 好 的 学 生 ， 当 他 得 到 问题 的 解答 ， 并 且 很 干净 利落 地 写 下 论证 
后 ， 束 会合 上 书本 ， 找 点 别 的 事 来 干 干 。 这 样 做 ， 他 们 就 错过 了 解 题 的 一 个 重 
要 而 有 教 益 的 方面 。 通 过 回顾 所 完成 的 解答 ， 通 过 重新 考虑 与 重新 检查 这 个 结 
果 和 得 出 这 一 结果 的 路 子 ,学 生 们 可 以 巩固 他 们 的 知识 和 发 展 他 们 解 题 的 能 
一 个 好 的 教师 应 该 懂得 并 且 传 授 给 学 生 下 述 看 法 : 没有 任何 问题 是 可 以 解决 得 
十 全 十 美的 。 总 剩 下 些 工作 要 做 。 经 过 充分 的 探讨 与 钻研 ， 我 们 能 够 改进 这 个 
解答 ， 而 且 在 任何 情况 下 ， 我 们 总 能 提高 自己 对 这 个 解答 的 理解 水 平 。 


现在 学 生 已 经 完成 了 他 的 计划 。 他 已 经 写 出 了 答案 , 检查 了 每 一 步 。 这 样 ， 
他 似乎 有 充分 理由 相信 和 他 的 解答 是 正确 的 了 。 然 而 ， 出 现 错误 总 还 是 可 能 的 ， 
特别 当 论 证 元 长 而 复杂 的 时 候 更 是 如 此 。 所 以 要 验证 。 特 别 是 ， 如 果 有 某 种 快 
速 而 直观 的 办 法 来 检验 结果 或 者 检验 论证 ， 决 不 要 忽略 。 你 能 检验 这 结果 吗 ? 


你 能 检验 这 个 论证 吗 ? 


为 了 确信 和 某 个 东西 的 存在 或 其 质量 的 好 坏 , 我 们 总 喜欢 去 看 看 它 , 摸 摸 它 。 
我 们 总 是 通过 两 种 不 同 的 感官 来 感知 它 。 同 样 ， 我 们 也 宁可 通过 两 种 不 同 的 证 
明 使 我 们 对 结果 确信 无 疑 。 因 此 要 问 : 你 能 用 不 同方 法 来 导出 这 结果 吗 ? 当然 ， 
我 们 宁愿 要 简短 而 直观 的 论证 ， 而 不 要 元 长 而 烦琐 的 ， 所 以 要 问 : 你 能 一 下 子 
看 出 它 吗 ) 


教师 的 首要 职责 之 一 是 不 要 给 学 生 以 下 述 错觉 : 数学 题目 之 间 很 少 有 联 
系 ， 和 任何 其 他 事物 则 完全 没有 什么 联系 。 当 我 们 回顾 问题 解答 的 时 候 ， 我 们 
自然 有 机 会 来 考察 一 个 问题 与 其 它 事 物 的 联系 。 如 果 学 生 已 经 作出 了 真诚 的 努 
力 并 且 意 识 到 自己 完成 得 不 错 , 那 末 他 们 将 发 现 对 解答 加 以 回顾 确实 饶 有 趣味 。 
这 样 ， 他 们 就 热切 地 想 知道 用 真诚 的 努力 还 可 干 些 什么 别 的 ， 以 及 下 次 他 如 何 
能 干 得 同样 好 。 教 师 应 该 鼓励 学 生 设想 一 些 情况 ， 在 那些 情况 下， 他 能 再 一 次 
利用 所 使 用 的 办 法 ， 或 者 应 用 所 得 到 的 结果 。 你 能 把 这 结果 或 这 方法 用 于 茶 个 
其 它 问题 吗 ， 


14. 例子 
在 第 12 节 ， 学 生 最 后 得 到 了 解答 : 如 果 长 方 体 目 同一 角 引 出 的 三 个 边 为 4， 
b,c， 那 末 对 角 线 为 


你 能 检验 这 个 结果 吗 ! 教师 不 能 指望 从 缺乏 经 验 的 学 生 那 里 得 到 这 个 问题 
的 恨 好 回答 。 但 是 学 生 应 该 很 早 就 获得 下 述 经 验 : 用 字母 表达 的 问题 比 纯粹 数 
字 题 好 。 对 于 用 字母 表示 的 题 ， 其 结 采 很 容易 进行 几 次 检验 ， 而 用 数字 表示 的 
题 则 不 然 。 我 们 的 例子 虽然 很 简单 ， 也 足以 证 明 这 点 。 教 师 可 以 对 结果 提出 好 
儿 个 问题 ， 对 这 些 问 题 ， 学 生 可 以 很 容易 地 回答 “是 ”; 但 如 回答 “不 是 ”， 
这 将 表明 结果 中 存在 严重 的 缺点 。 


“你 是 否 使 用 了 所 有 的 数据 ? 是 否 所 有 数据 3 ，b ，( 都 在 你 的 对 角 线 公式 中 
出 现 ? 29 


“长 、 宽 、 高 在 我 们 的 问题 中 起 的 作用 是 一 样 的 ， 我 们 的 问题 对 3 ，b ，< 
来 说 是 对 称 的 。 你 所 得 的 公式 对 3，b，c 对 称 吗 ? 当 a , b，( 互 换 时 公式 是 否 保持 
不 变 1 ” 


“我 们 的 问题 是 一 个 立体 几何 问题 给 定 太 寸 j，b ，5 ， 求 平行 六 面体 的 对 
角 线 。 我 们 的 问题 与 平面 几何 的 问题 类 似 : 给 定 尺 寸 9、b， 求 矩形 的 对 角 线 ， 
这 里 立体 儿 何 问题 的 结果 是 否 与 平面 几何 的 结果 类 似 ; ” 


“如 果 高 5( 减 小 ， 并 且 最 后 等 于 零 ， 这 时 平行 六 面体 变 成 平行 四 边 形 。 在 
你 的 公式 中 ， 令 5C=0， 是 否 得 到 矩形 对 角 线 的 正确 公式 ? ” 


“如 果 平 行 六 面体 的 三 个 量度 43 ，b ，( 按 同一 比例 增加 ， 则 对 角 线 也 按 同 
一 比例 增加 。 在 你 的 公式 中 ， 如 将 8 ，b ，(5 分别 代 以 128 ，12b，12c， 则 对 角 线 
也 将 乘 以 1? ， 是 否 这 样 ) ” 


“如 果 a ，b， (的 单位 是 尺 ， 则 你 的 公式 给 出 的 对 角 线 的 单位 也 是 尺 ， 如 
果 将 所 有 单位 改 为 十， 则 公式 应 保持 正确 ， 是 否 如 此 ? ” 


(后 两 个 问题 基本 上 是 等 价 的 。 参 见 “ 量 纲 检 验 ” 一 节 ) 


上 述 一 些 问题 有 几 个 好 处 。 首 先 ， 公 式 通过 这 么 多 的 检验 ， 这 一 事实 不 能 
不 使 一 个 聪明 的 学 生产 生 深刻 的 印象 。 学 生 以 前 就 相信 公式 是 正确 的 ， 因 为 公 
式 是 他 仔细 推导 出 来 的 。 但 是 现在 经 过 这 么 多 检验 ， 他 就 更 深信 无 颖 了 ， 这 种 
信心 的 增加 来 源 于 一 种 “实验 的 数据 ”。 正 是 由 于 上 述 问 题 ， 公 式 的 细节 获得 
了 新 的 意义 ， 而 且 和 不 同 的 事实 联系 起 来 了 。 这 样 ， 公 式 就 更 容易 记 住 ， 学 生 
的 知识 得 以 巩 回 。 最 后 ， 上 述 问题 很 容易 转 到 类 似 的 题目 上 。 对 于 类 似 题 目 获 
得 一 些 经 验 以 后 ， 一 个 聪明 的 学 生 就 能 觉 肾 出 所 包含 的 普 吉 概念 : 即 ， 利 用 所 
有 有 关 数 据 ， 改 变数 据 ， 对 称 ， 类 比 。 如 果 他 养 成 了 把 注意 力 集中 在 这 些 地 方 


的 习惯 ， 他 解 题 的 能 力 肯 定 会 提高 。 


你 能 检验 这 个 论证 吗 ? 在 困难 而 重要 的 场合 ， 可 能 需要 逐步 地 重新 检验 论 
证 。 但 通常 ， 重 新 检查 一 下 令 人 和 恼火 之 点 就 够 了 。 在 本 例 ， 可 以 建议 讨论 以 前 
提 过 的 问题 : 你 能 证 明 具 有 三 边 4，y，( 的 三 角形 是 直角 三 角形 吗 ( 见 第 12 节 末 


属 处 | 


你 能 把 这 结果 或 方法 用 于 其 它 问题 吗 ! 在 受到 一 些 鼓 励 并 且 经 过 一 两 个 示 
范例 子 以 后 ， 学 生 们 很 容易 找到 应 用 ， 这 些 应 用 实质 上 就 是 把 问题 的 抽象 数学 
元 素 赋 予 具体 的 解释 。 当 教师 在 进行 讨论 的 教室 里 ， 把 教室 当 作 问题 中 的 长 方 
体 ， 他 上 自己 就 使 用 了 这 样 一 种 具体 的 解释 。 一 个 笨拙 的 学 生 可 能 会 提议 计算 食 
堂 的 对 角 线 ， 而 不 是 教室 的 对 角 线 来 作为 一 种 应 用 。 如 果 学 生 们 自己 提 不 出 来 
更 有 想象 力 的 内 容 ， 那 么 教师 本 人 可 以 提出 一 个 稍 许 不 同 的 问题 ， 例 如 : “给 
定 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 ， 求 中 心 到 一 角 的 距离 ”。 


学 生 可 以 利用 刚才 解决 的 问题 的 结果 ， 因 为 所 求 距离 是 对 角 线 的 一 半 。 或 
者 他 们 也 可 以 利用 引入 适当 的 直角 三 角形 的 方法 ( 后 一 种 办 法 对 于 本 例 来 说 ,是 
不 那么 显而易见 的 ， 并 且 多 少 有 点 演 拙 ) 。 


在 这 个 应 用 例子 之后 ， 教 师 可 以 讨论 长 方 体 四 个 对 角 线 和 六 个 棱锥 体 的 结 
构 ， 这 六 个 棱锥 体 的 底 是 长 方 体 的 六 个 面 、 公 共 顶 点 是 长 方 体 的 中 心 、 而 侧 校 
是 长 方 体 对 角 线 的 一 半 。 当 学 生 的 几何 想象 力 被 充分 激发 以 后 ， 教 师 应 当 回 到 
他 的 问题 上 来 :你 能 把 结果 或 方法 用 于 某 个 其 他 问题 吗 现在 学 生 有 机 会 找到 更 
有 趣 的 具体 应 用 了 ， 例 如 ， 下 面 就 是 一 个 : “在 一 个 长 21 码 、 宽 16 码 的 建筑 物 
的 长 方形 平 屋顶 的 中 心 要 立 一 个 高 8 码 的 旗杆 。 为 了 文 撑 这 根 旗杆 , 我 们 需要 四 
根 等 长 的 拉线 。 规 定 四 根 拉线 要 离 旗杆 顶点 为 ? 码 处 的 同一 点 开始 ,而 另 一 端 是 
建筑 物 项 部 的 四 个 角 。 问 每 根 拉 线 有 多 长 ?” 


学 生 可 以 采用 上 面 已 详细 求解 过 的 问题 中 所 用 方法 ， 即 在 一 个 垂直 平面 上 
引入 一 个 直角 三 角形 而 在 水 平平 面 上 引入 男 一 个 三 角形 。 或 者 他 们 也 可 以 利用 
上 面 的 结果 : 设想 有 一 个 长 方 体 ， 其 对 角 线 x 就 是 四 根 缆绳 之 一 而 它 的 边 是 

a=10.5, b=8, c=6 

直接 应 用 公式 可 求 出 x=14.5。 

更 多 的 例子 可 见 “ 你 能 利用 这 个 结果 吗 ” 那 一 节 。 


15 ,不 同 的 方法 

我 们 对 前 面 8、10 、12 、14 几 节 所 考虑 的 问题 继续 讨论 一 下 。 主 要 的 工作 ， 
即 提出 计划 , 已 在 第 10 节 加 以 叙述 。 让 我 们 观察 教师 用 不 同 的 方式 来 进行 。 从 
与 第 10 节 相 同 之 点 出 发 ， 以 后 可 以 沿 着 稍 许 不 同 的 路 线 提出 下 列 各 问题 : 


“你 是 否 知道 任何 与 此 有 关 的 问题 ” 

“你 是 否 知 道 一 个 类 比 的 问题 ?” 

“你 看 ， 所 提 的 问题 是 关于 空间 的 图 形 ， 它 与 长 方 体 的 对 角 线 有 关 。 关 于 
平面 中 的 类 比 问题 可 能 是 什么 它 应 该 与 长 方形 的 对 角 线 有 关 ”。 

“平行 四 边 形 ”。 


即便 非常 迟钝 和 平凡 、 并 且 以 前 没有 能 力 推 测 任何 事物 的 学 生 ， 最 后 也 会 
被 迫 对 解 题 的 思路 至 少 作出 微小 的 贡献 。 此 外 ， 如 果 学 生 确实 比较 迟钝 ， 为 了 
使 学 生 有 所 准备 ， 教 师 应 该 事先 讨论 平行 四 边 形 的 类 比 问 题 ， 否 则 不 能 一 下 子 
就 端 出 现在 的 这 个 长 方 休 问题。 然后， 教师 可 以 继续 提问 如 下 : 


“这 里 有 一 个 与 你 有 关 且 已 解决 了 的 问题 ， 你 能 利用 它 吗 ? ” 
“为 了 有 可 能 利用 它 ， 你 是 否 应 当 引 入 茶 个 辅助 元 素 ?” 


最 后 教师 可 以 成 功 地 向 学 生 提 出 他 所 希望 的 概念 。 这 就 是 把 给 定 长 方 体 的 
对 角 线 想象 为 必须 引入 图 中 的 一 个 合适 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ( 这 个 平行 四 边 
形 是 通过 长 方 体 和 两 个 对 边 的 平面 的 截面 ) 。 此 概念 本 质 上 和 前 面 ( 第 10 市] 相 
同 ， 但 方法 却 不 一 样 。 在 第 10 节 是 通过 未 知 数 来 触及 到 学 生 的 可 用 的 知识 的 ; 
我 们 回想 起 一 个 以 前 已 解决 的 问题 是 因为 其 未 知 数 和 当前 提出 的 问题 中 的 未 知 
数 相同 。 而 在 本 市 ， 是 用 类 比 的 方法 使 学 生 触 及 到 解 题 的 概念 。 


16 ， 教 师 提问 的 方法 

在 第 8，10，12 ，14，15 各 节 所 阐述 的 提问 方法 主要 是 先 从 表 中 一 般 化 的 
问题 和 建议 开始 ， 在 需要 时 ， 逐 步 转向 更 特殊 更 具体 的 问题 和 建议 ， 直 到 在 学 
生 的 头脑 中 能 引出 一 个 回答 为 止 。 如 果 你 必须 帮助 学 生 开拓 某 种 思路 ， 如 果 可 
能 的 话 ， 从 表 中 一 个 一 般 化 的 问题 或 建议 重新 开始 提问 ， 并 在 必要 时 再 一 次 回 
到 某 个 更 特殊 的 问题 ， 如 此 等 等 。 


当然 ， 这 张 表 仅仅 是 这 种 类 型 的 第 一 张 表 ， 看 来 对 大 多 数 简单 情况 是 够 用 
了 。 但 无 疑 它 还 应 该 改进 。 重 要 的 是 ， 我 们 开始 提 的 问题 与 建议 应 该 简单 、 自 
然 和 一 般 化 ， 同 时 表 应 当 短 。 


建议 必须 简单 而 上 自然， 否则 就 会 太 唐 突 。 


如 果 我 们 想 培 养 学 生 的 能 力 而 不 是 特殊 技巧 的 话 ， 那 么 建议 必须 一 般 化 ， 
不 仅 可 用 于 目前 的 问题 ， 而 且 可 用 于 各 类 问题 。 


表 必 须 简短 ， 使 得 在 不 同情 况 下 ， 能 够 不 矫 揉 造作 地 重复 提问 ， 从 而 有 机 
会 最 终 能 为 学 生 所 掌握 ， 并 对 培养 思维 习惯 作出 贡献 。 


为 了 培养 学 生 的 独立 工作 能 力 ， 必 需 逐 步 改 为 提出 特殊 的 建议 。 


这 种 提问 的 方法 不 是 一 成 不 变 的 ， 幸 好 如 此 ， 因 为 在 这 类 事情 中 ， 任 何 一 
成 不 变 的 、 机 械 的 、 陈 旧 的 程序 必然 很 粮 料 。 我 们 允许 有 一 定 的 灵活 性 ， 它 允 
许 采 用 各 种 办 法 ( 见 第 15 节 ) ， 它 可 以 而 且 应 该 这 样 来 实施 ， 使 得 教师 所 提 的 问 
题 可 以 由 学 生 自 己 提出 来 。 


如 果 有 读者 希望 在 他 的 班 上 试 一 试 这 里 所 提出 的 方法 ， 他 当然 应 该 小 心地 
进行 ， 他 应 该 仔细 地 研究 第 8 节 的 例子 和 后 面 第 18、19、20 节 中 的 例子 。 他 应 当 
仔细 地 准备 他 打算 讨论 的 例子 ， 同 时 也 考虑 到 各 种 不 同 的 方法 。 他 开始 时 应 作 
少量 试验 ， 并 逐渐 摸索 出 他 应 如 何 掌握 这 个 方法 ， 学 生 如 何 学 习 这 个 方法 并 且 
需要 多 少时 间 。 


17 .好 问题 与 坏 问 题 
如 果 能 很 好 地 理解 上 节 所 提出 的 提问 方法 ， 则 通过 比较 可 以 有 助 于 判断 蕴 


些 建议 的 好 坏 ， 这 些 建 议 是 为 了 帮助 学 生 而 可 能 提出 来 的 。 


回 到 原来 在 第 10 节 开 始 时 的 情况 ， 那 时 提问 下 列 问题 : 你 知道 一 个 与 此 有 
关 的 问题 吗 ? 我 们 从 帮助 学 生 的 最 好 意愿 出 发 ， 不 问 这 个 问题 ， 而 改 为 提问 : 你 
能 应 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 吗 ? 


我 们 的 动机 可 能 是 极 好 的 ， 但 是 这 种 提问 却 大 概 是 最 坏 的 。 我 们 必须 认识 
是 在 什么 情况 下 提出 这 个 问题 的 ， 然 后 我 们 会 发 现 有 一 大 堆 反 对 意见 反对 这 种 
类 型 的 “帮助 ”。 


(1) 如 果 学 生 已 接近 于 问题 的 解决 , 他 可 能 理解 问题 的 建议 ; 但 是 如 果 他 不 
是 这 样 ， 他 十 分 可 能 完全 看 不 到 问题 的 着 眼 点 ， 因 而 在 最 需要 帮助 之 处 却 得 不 
到 帮助 。 


(2) 这 建议 的 针对 性 太 强 了 ， 即 使 学 生 能 利用 它 解 决 当前 的 问题 ， 对 于 将 
来 的 问题 来 说 并 没有 学 到 什么 。 这 种 提问 不 是 很 有 启发 性 的 。 


(3) 即使 学 生理 解 这 建议 ， 他 们 也 极 少 能 理解 教师 怎么 会 想到 提出 这 样 一 
个 问题 ， 而 学 生 他 上 自己 又 怎样 能 想 出 这 样 一 个 问题 呢 它 看 起 来 很 不 目 然 , 很 令 
人 诡异 ， 就 好 象 变 戏 法 要 魔术 一 样 。 它 实在 没有 什么 局 发 性 。 


对 第 10 、15 节 中 所 搬 述 的 过 程 就 提 不 出 上 述 任何 反对 意见 了 。 


更 多 的 例子 
18 .一 个 作 图 题 


在 给 定 三 角形 中 作 一 正方 形 。 正 方形 的 两 个 顶点 在 三 角形 的 确 边 上 ， 田 二 
个 顶点 分 别 在 三 角形 的 妃 两 边 上 。 


“未 知 的 是 什么 1” 
“一 个 正方 形 ” 

“已 如 数据 是 什么 1 ” 

“一 个 给 定 的 三 角形 ， 其 它 没有 。” 

“条 件 是 什么 1” 

“正方 形 的 四 个 角 在 三 角形 的 边线 上 ， 两 个 在 底 上 ， 其 余 两 边 每 边 上 有 一 


“是 否 可 能 满足 条 件 ? ” 

“我 想 如 此 ， 但 不 太 有 把 握 。” 

“看 起 来 ， 你 解 此 题 并 不 太 容 易 。 如 果 你 不 能 解决 所 提问 题 ， 首 先 尝试 去 
解决 某 个 与 此 有 关 的 问题 。 你 能 满足 部 分 条 件 吗 ? ” 

“你 说 部 分 条 件 是 什么 意思 ? ” 

“你 看 ， 条 件 与 正方 形 的 所 有 顶点 有 关 ， 这 里 有 几 个 顶点 ? ” 

“四 个 。” 

“所 谓 部 分 条 件 涉及 的 顶点 数 应 当 少 于 四 个 。 请 仅仅 保持 部 分 条 件 而 舍 去 
其 余部 分 。 什 么 样 的 部 分 条 件 容易 满足 ? ” 


“两 顶点 在 三 角形 边线 上 ， 甚 至 三 个 顶点 都 在 三 角形 边线 上 的 正方 形 ， 是 
容易 画 出 来 的 ! ” 
“ 男 张 图 | 2 


学 生 画 出 图 2 。 


图 2 


“你 仅仅 保留 了 部 分 条 件 ， 同 时 你 舍 去 了 其 余 条 件 。 现 在 未 知 的 确定 到 了 
什么 程度 ” 

“如 果 正 方形 只 有 三 个 项 点 在 三 角形 的 边线 上 ， 那 么 它 是 不 确定 的 。” 

“好 ! 画 张 图 。” 

学 生男 出 图 3 。 


“ 正 象 你 所 说 的 ， 保 持 部 分 条 件 不 能 确定 正方 形 、 它 会 怎样 变化 呢 ” 


“你 的 正方 形 的 三 个 角 在 三 角形 的 边线 上 ， 但 第 四 个 角 还 不 在 它 应 该 在 的 
地 方 。 正 象 你 说 的 ， 你 的 正方 形 是 不 确定 的 ， 它 能 变化 ， 第 四 个 角 也 是 这 样 ， 
它 怎 样 变化 ? ” 

“如 果 你 希望 的 ， 你 可 以 用 实验 的 办 法 试 试看 。 按 照 图 中 已 有 的 两 个 正方 
形 的 相同 办 法 ， 去 画 出 更 多 的 三 个 角 在 边线 上 的 正方 形 。 画 出 小 的 正方 形 与 大 
的 正方 形 。 第 四 角 的 轨迹 看 起 来 象 是 什么 它 将 怎样 变化 ? 


教师 已 把 学 生 带 到 非常 接近 于 解答 的 地 方 。 如 果 学 生 能 猜 到 第 四 个 角 的 轨 
迹 是 一 条 直线 ， 他 就 得 到 这 个 主意 了 。 


19. 一 个 证 明 题 
在 不 同 平面 上 的 两 个 角 ， 其 中 一 个 角 的 每 一 边 平行 于 男 一 角 的 对 应 边 且 方 
向 相同 。 证 明 这 两 个 角 相等 。 


我 们 要 证 的 是 立体 几何 的 一 个 基本 定理 。 这 个 问题 可 以 提 给 那些 熟悉 平面 
几何 以 及 立体 几何 中 下 列 少数 事实 的 学 生 ， 这 少数 事实 构成 了 欧 几 里 得 原理 中 
当前 这 个 定理 的 预备 知识 。 我 们 不 但 把 直接 引 目 我 们 表 中 的 问题 与 建议 划 上 线 ， 


而 且 把 那些 与 它们 相对 应 的 问题 与 建议 也 划 上 线 。 例 如 ，“ 求 证 题 ” 是 和 “ 求 
解 题 ”相对 应 的 ( 在 “求解 题 ， 求 证 题 ” 标 题 下 的 第 ;，6 人 小 节 中 ， 我 们 再 系统 地 
讨论 这 种 对 应 关系 ) 。 


“前 提 是 什么 1” 
“两 角 在 不 同 的 平面 上 ， 其 中 一 个 的 每 一 边 平行 于 另 一 角 的 对 应 边 ， 且 方 
向 相同 。” 
“结论 是 什么 1” 
“两 角 相 等 。” 
“ 画 张 图 ， 引 入 适当 的 符号 。” 


学 生男 出 几 4 中 的 线 ， 并 在 教师 的 或 多 或 少 的 帮助 下 ， 标 出 图 4 中 的 字母 。 


“前 提 是 什么 请 用 你 的 符号 表达 出 来 。” 
“A，B,C 和 A' ，B ，( 不 在 同一 平面 上 ， 且 AAA B  ， ACVA CC 。AB 的 
方 同 与 A'B' 的 方向 相同 ， 而 AC 的 方 同 与 AC' 的 方向 相同 。” 


“结论 是 什么 ? ” 

“看 着 结论 ! ”尝试 想起 一 个 具有 相同 或 相似 结 沦 的 熟悉 的 定理 。” 

“如 果 两 个 三 角形 全 等 ， 则 对 应 角 相 等 。” 

“很 好 ! ”现在 有 一 个 与 你 的 问题 有 关 的 定理 ， 且 早已 证 明 。 你 能 否 利用 
它 ?” 

“我 想 如 此 ， 不 过 我 还 不 清楚 怎么 办 。” 

“为 了 可 能 利用 它 ， 你 是 否 应 该 引入 某 个 辅助 元 素 ? ” 

“好 ， 你 提 得 非常 好 的 那个 定理 是 关于 三 角形 的 ， 是 关于 一 对 全 等 三 角形 
的 。 在 你 的 图 中 有 没有 三 角形 ? ” 

“没有 ， 但 我 能 引进 一 些 。 让 我 连接 8 与 (，B' 与 (' ， 这 样 就 有 了 两 个 三 角 
形 ，ABC 和 人 BC 。” 

“做 得 好 ， 但 是 这 些 三 角形 有 什么 用 ? ” 

“去 证 明 结 论 ; 人 BAC= ABC 

“好 ， 如 果 你 希望 汪 明 这 点 ， 你 需要 两 个 什么 样 的 三 角形 ? ” 

“全 等 三 角形 。 噢 ， 对 了 ， 我 可 以 选择 B,C，B' ，(C' ， 使 得 

AB=A'B', AC=A'C'” 

“好 极 了 ! 现在 你 希望 证 明 什 么 ?” 

“我 希望 证 明 两 个 三 角形 全 等 ， 

AABC=AA'B'C 

如 果 我 能 证 明 这 点 ， 则 立即 可 得 结论 和 BAC= ZB AC 。” 

“ 妙 ! 你 有 了 一 个 新 目标 ， 这 目标 是 一 个 新 结论 。 看 着 这 结论 ! 并且 尝试 


想起 一 个 具有 相同 或 相似 结论 的 熟悉 的 定理 。” 


“ 当 且 仅 当 一 个 三 角形 的 三 条 边 分 别 等 于 另 一 个 三 角形 的 三 条 边 时 ， 这 两 


个 三 角形 全 等 。” 


C 人 
~ 
所 二 人 
A B 4 B’ 
图 5 


“做 得 好 。 本 来 你 有 可 能 会 选 出 一 条 较 差 的 定理 的 。 现 在 这 里 有 了 一 条 与 
你 的 问题 有 关 的 定理 ， 且 早已 证 明 ， 你 能 否 利 用 它 ?” 


“如 果 我 知道 BC=B' C' ， 我 能 利用 它 。” 
“对 ! 那么 你 的 目标 是 什么 ?” 
“证 明 BC=B'C' 。” 

“ 试 回忆 起 一 个 具有 相同 或 相似 结论 的 熟悉 的 定理 。” 

“是 的 ， 我 知道 一 个 定理 ， 它 最 后 结束 的 句子 是 : “……… 则 两 线 相等 ”， 
但 它 并 不 合适 。” 

“为 了 能 够 利用 它 ， 你 是 否 应 该 引入 某 个 辅助 元 素 ? ” 

“你 看 ， 在 图 中 BC 与 中 C' 间 并 无 联系 ， 你 怎么 能 证 明 BC=B'C'?” 

“你 利用 了 前 提 吗 ? 前 提 是 什么 ?” 

“我 们 假定 AB XA' B' ，AC NA' C' 。 是 的 ， 当 然 我 们 必须 利用 这 点 。” 

“你 是 否 利 用 了 整个 前 提 ? 你 说 AB NAA'B8' ,这 是 你 所 知道 的 关于 这 些 线段 的 
全 部 情况 吗 ” 

“不 ， 根 据 作 图 ，A8 还 等 于 A' B* 。 它 们 彼此 平行 并 且 相 等 。AC 和 和 人 (5' 也 是 
这 样 。” 

“两 个 等 长 的 平行 线 一 一 这 是 很 有 趣 的 图 形 。 你 以 前 见 过 吗 ? ” 

“当然 见 过 ! 对 ! 平行 四 边 形 ! 让 我 联结 A 与 hh ，B 与 B' ，C 与 C' 。” 

“这 主意 不 太 坏 。 现 在 你 的 图 中 有 几 个 平行 四 边 形 ? ” 


~ 


“两 个 。 不 ， 三 个 。 不 ， 两 个 。 我 意思 是 说 ， 其 中 有 两 个 ， 你 可 以 立刻 证 
明 它 们 是 平行 四 边 形 。 还 有 第 三 个 看 来 是 个 平行 四 边 形 。 我 希望 我 能 证 明 它 是 。 
这 样 证 明 就 结束 了 ! ” 


我 们 可 能 从 这 个 学 生前 面 的 回答 已 经 推测 到 他 很 聪明 。 但 是 等 他 作出 上 述 
最 后 一 个 回答 以 后 ， 我 们 对 此 就 深信 不 颖 了 。 


这 个 学 生 能 够 猿 出 数学 结果 并 且 能 够 清楚 地 区 分 证 明 与 猜测 。 他 也 知道 猪 
测 可 以 多 多 少 少 似乎 是 可 信 的 。 确 实 ， 他 真 的 从 数学 课 上 得 到 了 教 益 ， 他 在 解 
古方 面 有 了 茶 种 实际 经 验 ， 他 可 以 看 出 并 且 摸 索 出 一 个 好 的 解 题 思 路 。 


20 ， 一 个 速率 问题 

水 以 速率 流 进 锥 形容 占 。 容 右 具 有 正 圆锥 形状 ， 底 是 水 平 的 ， 顶 点 在 下 
方 ， 底 的 半径 是 3 ， 高 为 。 当 水 深 为 y 时， 求 水 表面 上 升 的 速率 。 最 后 ， 假 定 3 =4 
尺 ，b=3 尺 ,， r=?2 六方 尺 | 分 ,y=1 尺 ， 求 未 知 数 的 数值 。 


我 们 假定 学 生 知道 最 简单 的 微分 法 和 变化 率 的 概念 。 


“已 知 数 是 什么 ?” 
“圆锥 底 的 半径 a3=4 尺 , 圆锥 的 高 b=3 尺 , 水 流入 容器 的 速率 r =2 立方 尺 | 分 ， 
在 某 一 时 刻 的 水 深 y=1 尺 。” 


“对 ， 从 问题 的 叙述 方式 看 来 ， 是 建议 你 先 忽 略 具 体 数 值 而 用 字母 求解 ， 
把 未 知 数 用 a ，b，r ，y 表 示 出 来 ， 而 仪 在 最 终 得 到 未 知 数 的 字母 表达 式 以 后 再 
代入 有 具体 数值 。 我 愿意 按照 这 条 建议 做 。 现 在 未 知 数 是 什么 ? ” 


“ 汝 水 深 为 y 时 ， 水 面 升 起 的 速率 。” 

“ 它 是 什么 ? 你 能 用 其 他 术语 来 说 吗 ' ” 

“水 深 增 加 的 速率 。” 

“ 它 是 什么 ? 你 能 否 再 重新 叙述 得 更 不 同 些 ? ” 

“水 深 的 变化 率 。” 

“对 ，y 的 变化 紊 。 但 什么 是 变化 率 ? 回 到 定义 去 。” 

“函数 的 变化 率 是 导数 。” 

“正确 。 现 在 y 是 函数 吗 ? 如 前 押 述 ， 我 们 不 管 y 的 具体 数值 。 你 能 否 想象 } 
是 变化 的 ? ” 

“是 的 ， 水 深 y 随 着 时 间 而 增加 。” 

“这 样 ，y 是 什么 的 函数 ? ” 

“时 间 t 的 。” 

“好 ， 引 入 适当 的 记号 。 用 数学 符号 ， 你 将 怎样 写 4 的 变化 率 ”? ” 

“dyldt” 

“好 ， 这 就 是 你 的 未 知 数 。 你 必须 用 ，b ，r ，y 来 表示 它 。 顺 便 说 一 下 ， 
数据 中 有 一 个 是 “速率 ”， 哪 一 个 ” 

“「『 是 水 流 进 容器 的 速率 。” 

“ 它 是 什么 ? 你 能 用 别 的 术语 来 说 它 吗 ? ” 

“[ 是 容器 中 水 的 体积 的 变化 率 。” 

“ 它 是 什么 ? 你 能 人 否 再 重新 叙述 得 更 不 同 些 ) 你 将 怎样 用 适当 的 记号 来 写 
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“r=dV/ dt ” 
“VY 是 什么 '” 
“在 时 间 t ， 容 器 中 水 的 体积 ” 
“好 ， 这 样 你 必须 用 a ，b，dVI dt ，y， 来 表示 dy/ dt ， 你 将 怎样 做 ? ” 
“如 果 你 不 能 解决 所 提问 题 ， 首 先 尝 试 去 解决 某 个 与 此 有 关 的 问题 。 如 果 
你 到 现在 还 看 不 出 4y1 dt 与 数据 间 的 联系 ; 尝试 去 引入 某 种 能 作为 中 间 过 渡 踏 脚 
石 的 更 简单 的 联系 。” 
“你 看 不 出 还 有 别 的 联系 吗 ? 例如 y 与 Y 是 否 彼此 独立 ” 
“不 ， 当 y 增 加 ，V 一 定 也 增加 。” 
“那么 说 ， 是 有 联系 了 ， 这 联系 是 什么 ?” 
“好 ,，V 是 锥 体 的 体积 ，y 是 锥 体 的 高 。 但 我 现在 还 不 知道 底 的 半径 。” 
“不 过 ， 你 可 以 考虑 它 。 叫 它 什 么 ， 壁 如 设 它 为 x 吧 ! ” 
sy ， 
3 
“正确 ， 关 于 x 又 知 道 些 什 么 ? 它 是 否 与 y 独立 ? ” 
“不 ， 当 水 深 y 增 加 ， 自 由 表面 的 半径 x 也 增加 。” 
“这 么 说 ， 它 们 之 间 是 有 联系 的 。 但 这 联系 是 什么 ?” 
“当然 是 相似 三 角形 。X: y=a: b” 
“你 看 ， 又 多 了 个 联系 ， 我 不 愿 错过 从 它 那儿 得 到 的 好 处 。 别 忘 了 ， 你 希 
望 知道 的 是 y 与 V 之 间 的 联系 。” 
“现在 我 有 X=ay/b 
_TQ yy 
322 
“很 好 ， 这 看 来 像 个 踏 脚 点 。 难 道 不 是 吗 ! 但 你 别 忠 了 你 的 目标 。 未 知 数 是 
什么 ? ” 
“ 响 ， 是 dy1dt ”。 
“你 必须 找 出 dy1 dt ，dVI dt 与 其 他 数量 间 的 联系 。 但 这 里 有 的 却 是 y ，V 和 其 
他 数量 间 的 联系 。 你 该 怎么 办 ? ” 
“当然 是 微分 ! 
OV _TQ yo nen, » 
of pb dr en 
“ 妙 ! 那么 从 已 经 给 出 的 数值 能 得 出 什么 结果 呢 ? ” 
“者 1j=4，b=j，dV1 dt =r=) ，y=| ， 则 
Txl6xl9y  ， 
2= 也 即 
dyj dt =0. 358 尺 | 分 。 


一 段 对 话 


第 二 部 分 怎样 解 题 
1， 熟 悉 问 是 


我 应 该 从 哪儿 开始 ? 从 问题 的 叙述 开始 。 


我 能 做 什么 观察 括 摩 整个 问题 ， 尽 量 使 其 清晰 而 鲜明 。 和 暂时 先 抛 开 细节 。 

这 样 做 ， 我 能 得 到 什么 好 处 ? 你 会 明白 问题 ， 使 自己 熟悉 问题 ， 并 把 问题 
的 目标 牢记 在 脑海 中 。 这 样 全 神 贯 注 地 对 待 问题 也 会 调动 起 你 的 记忆 力 ， 做 好 
准备 去 重新 联想 与 问题 有 头 的 各 点 。 


2. 深入 理解 问题 

我 应 该 从 哪儿 开始 ? 还 是 从 问题 的 叙述 开始 。 当 你 对 问题 的 叙述 已 如 此 清楚 
并 已 深 深 地 印 入 脑海 ， 以 致 你 即使 暂时 不 去 看 它 ， 你 也 不 怕 把 它 完 全 息 掉 时 ， 
你 就 可 以 开始 下 面 的 工作 了 。 

我 能 做 什么 先 把 问题 的 主要 部 分 训 析 出 来 。 因 为 前 提 与 结论 是 “求证 题 ” 
的 主要 部 分 。 未 知 、 已 知 与 条 件 是 “求解 题 ”的 主要 部 分 。 再 把 问题 中 的 主要 
部 分 痢 弄 一 这， 并 且 要 逐个 地 考虑 ， 轮 流 地 考虑 ， 而 且 在 各 种 组 合 中 来 考虑 ， 
同时 把 每 个 细 市 与 其 它 细节 联系 起 来 ， 把 每 个 细 市 与 整个 问题 联系 起 来 。 


这 么 做 ,我 能 得 到 什么 好 处 ? 你 会 准备 好 并 和 弄 清 楚 以 后 可 能 起 作用 的 细 市 。 


3 .探索 有 益 的 念头 

应 该 从 哪儿 开始 ? 从 考虑 问题 的 主要 部 分 开始 。 当 主要 部 分 能 很 清楚 地 排 
列 出 来 ， 想 得 明明 白白 ( 这 应 归功 于 你 前 面 的 工作 ) 并 且 也 记得 住 时 ， 这 时 开始 
做 下 一 步 。 


怎样 进行 从 各 个 方面 来 考虑 你 的 问题 ， 找 出 与 你 现 有 知识 有 关 之 处 。 


从 各 个 方面 考虑 你 的 问题 。 分 别 突出 各 个 部 分 ， 考 察 各 个 细节 ， 用 不 同方 
法 反复 审查 同一 细节 。 把 细节 用 不 同方 式 组 合 起 来 ， 从 不 同 角度 考虑 它 。 试 着 
在 每 一 细节 中 发 现 东 些 新 意义 ， 和 尝试 在 整个 问题 中 得 出 茶 些 新 解释 。 


从 你 现 有 知识 中 找 出 与 问题 有 关 之 处 。 试 想 过 去 在 类 似 的 情况 下 有 什么 曾 
帮 过 你 的 忙 。 在 你 所 考察 的 内 容 中 ， 设 法 找 出 熟悉 的 东西 来 ， 在 你 所 熟悉 的 东 
西 中 ， 努 力 找 出 有 用 的 东西 来 。 


能 找 出 什么 ? 一 个 有 用 的 念头 ， 也 许 是 个 决定 性 的 念头 ， 它 能 使 你 一 限 看 
出 解决 问题 的 途径 。 


念头 有 什么 用 ? 它 会 给 你 指出 整个 或 部 分 解 题 途径 ， 它 或 多 或 少 地 清楚 地 
回 你 建议 该 怎么 做 。 念 头 多 多 少 少 还 是 完整 的 。 如 果 你 有 一 个 念头 ， 你 就 够 幸 
运 的 了 。 


健 上 一 个 不 完整 的 念头 怎么 办 ! 应 该 加 以 考虑 。 如 果 它 看 来 有 好 处 ， 就 应 
该 多 考虑 一 会 儿 。 如 果 它 看 来 是 可 靠 的 ， 你 应 当 确定 它 能 引导 你 走 多 远 ， 并 重 
新 关 夸 一 下 形势 。 由 于 这 个 有 葡 的 念头 ， 情 况 已 经 变化 了 。 你 要 从 各 个 方面 来 
考虑 新 形势 并 找 出 它 与 你 现 有 知识 之 间 的 联系 。 


再 次 这 样 做 ， 还 能 得 到 什么 好 处 ? 如 果 你 走运 的 话 ， 你 或 许 能 找到 男 一 个 
念头 。 也 许 下 一 个 念头 会 引导 你 去 解决 问题 。 也 许 在 下 一 个 念头 以 后 ， 你 还 需 


要 儿 个 有 益 的 念头 。 也 许 有 些 念头 会 把 你 引入 歧途 。 无 论 如 何 ， 你 应 当 感 谢 所 
有 的 新 念头 ， 感 谢 那 些 次 要 的 念头 ， 感 谢 那 些 模糊 的 念头 ， 也 感谢 那些 使 模糊 
念头 得 以 纠正 的 补充 性 念头 。 即 使 你 暂时 还 没有 发 现 什 么 有 价值 的 新 念头 ， 但 
如 果 你 对 问题 的 概念 更 完全 了 ， 或 者 更 连贯 、 更 和 谐 或 者 更 平衡 了 ， 那 你 也 应 
当 表示 感谢 。 


4. 实现 计划 
应 该 从 哪儿 开始 ! 从 引导 到 解决 问题 的 思路 开始 。 当 你 感到 你 已 抓 住 主要 
的 联系 ， 并 且 自 信和 能 提供 可 能 需要 的 次 要 细节 时 ， 就 开始 。 


怎么 做 你 对 问题 应 抓 得 很 有 把 握 。 详 细 地 进行 你 以 前 认为 可 行 的 全 部 代 
数 或 几何 运算 。 用 形式 推理 或 直接 观察 检查 每 一 步骤 的 正确 性 ， 或 者 ， 如 果 你 
能 够 的 话 , 两 种 方法 都 用 。 如 果 你 的 问题 很 复杂 , 你 可 以 分 成 “大 ”步骤 和 “小 ” 
步骤 ,每 一 大 步骤 又 由 几 个 小 步骤 组 成 。 首 先 检查 大 步骤 ， 以 后 再 检验 小 步骤 。 


这 样 做 ， 我 能 有 什么 好 处 ? 这 样 提出 的 解 ， 每 个 步骤 无 疑 都 是 正确 的 。 


) .回顾 
应 该 从 哪儿 开始 ? 从 解答 开始 ， 它 的 每 一 个 细节 都 应 该 是 完整 而 正确 的 ， 
怎么 做 ? 从 各 个 方面 考虑 这 个 解 ， 找 出 与 你 已 有 知识 之 间 的 联系 。 


考虑 解 的 细节 ， 并 尝试 使 它们 尽 可 能 地 简单 ， 研 究 解 答 中 较 元 长 的 部 分 ， 
使 它们 更 短 些 ， 试 着 一 眼 就 看 出 整个 解 。 试 着 去 改进 解 的 各 部 分 ， 尝 试 去 改进 
整个 解 ， 使 它 直 观 , 使 它 尽量 自然 地 适合 于 你 已 有 的 知识 。 总 结 你 解 题 的 方法 ， 
尝试 看 出 它 的 要 点 ， 并 且 尝 试 把 它 用 于 其 他 问题 。 总 结 所 得 结果 并 试 着 把 它 用 
于 其 他 的 问题 。 


这 样 做 ， 我 能 有 什么 好 处 ? 你 可 能 找 出 一 个 新 的 更 好 的 解 ， 你 可 能 发 现 新 
的 有 趣 的 事实 。 无 论 如 何 ， 如 果 你 用 这 方式 养 成 研究 与 总 结 你 的 解 的 习惯 ， 你 
将 获得 某 些 井然 有 序 的 ， 便 于 应 用 的 知识 ， 并 且 你 将 会 提高 你 解 题 的 能 


第 三 部 分 “探索 法 小 词典 
类 
类 比 就 是 一 种 相似 。 相 似 的 对 象 在 某 个 方面 彼此 一 致 ， 类 比 的 对 象 则 其 相 
应 部 分 在 泉 些 关 系 上 相似 : 


(1) 长 方形 可 与 长 方 体 类 比 。 事实 上 , 长 方形 各 边 之 间 的 关系 与 长 方 体 各 面 
之 间 的 关系 相似 : 

长 方形 的 每 一 边 恰 与 为 一边 平 行 ， 而 与 其 余 的 边 垂直 。 

长 方 体 的 每 一 面 恰 与 吃 一 面 平行 ， 而 与 其 余 的 面 垂直 。 


证 我 们 把 边 称 为 长 方形 的 边界 元 素 ， 而 面 称 为 长 方 体 的 边界 元 素 ， 则 前 述 
两 个 命题 可 合 而 为 一 并 可 同等 地 应 用 于 这 两 个 图 形 : 


每 一 边界 元 素 恰 与 吃 一 边界 元 素平 行 ， 而 与 其 余 的 边界 元 素 垂 直 。 


这 样 ， 我 们 就 将 所 比较 的 两 个 系统 的 对 象 ( 即 长 方形 的 边 与 长 方 体 的 面 ) 的 
某 些 共同 关系 表达 出 来 了 。 这 两 个 系统 的 类 比 存 在 于 关系 的 共性 之 中 。 


(2) 在 我 们 的 思维 、 日 常 谈话 、 一 般 结论 以 及 艺术 表演 方法 和 最 高 科学 成 
就 中 无 不 充满 了 类 比 。 类 比 可 在 不 同 的 水 平 使 用 。 人 们 常常 使 用 含糊 不 清 的 ， 
夺 大 的 ， 不 完全 的 或 没有 完全 弄 清楚 的 类 比 ， 但 类 比 也 可 以 达到 数学 精确 性 的 
水 平 。 所 有 各 种 类 比 在 发 现 解答 方面 都 可 能 起 作用 ， 所 以 我 们 不 应 当 忽 略 任 何 
= 


(3) 在 求解 一 个 问题 时 , 如果 能 成 功 地 发 现 一 个 此 较 简 单 的 类 比 问题 , 我们 
会 认为 自己 运气 不 错 。 在 第 十 五 节 ， 我 们 原来 的 问题 是 长 方 体 的 对 角 线 ， 它 的 
较 人 简单 的 类 比 问 题 就 是 长 方形 的 对 角 线 ， 这 个 类 比 问题 引导 我 们 到 达 原 问题 的 
解答 。 我 们 将 讨论 这 种 类 型 的 男 一 个 例子 。 我 们 需要 求解 下 列 问 题 : 

求 均匀 四 面体 的 重心 。 


若 不 具备 积分 与 物理 知识 ， 这 问题 是 很 困难 的 。 在 阿 基 米 德 与 伽 里 略 的 时 
代 ， 它 是 一 个 严肃 的 科学 问题 。 因 此 ， 如 果 我 们 希望 用 尽 可 能 少 的 预备 知识 3 
解决 它 ， 我 们 就 应 该 寻求 一 个 较为 简单 的 类 比 问题 。 在 平面 上 的 对 应 问题 很 自 
然 地 就 是 下 面 的 问题 : 

求 一 均匀 三 角形 的 重心 。 


现在 ， 我 们 有 了 两 个 问题 而 不 是 一 个 问题 。 但 两 个 问题 比 起 一 个 问题 来 可 
能 还 更 容易 回答 一 一 假定 这 两 个 问题 能 巧妙 地 联系 起 来 的 话 。 


(4) 现在 我 们 暂时 把 原来 四 面体 的 问题 放 在 一 边 ， 而 把 注意 力 集 中 在 有 关 
三 角形 这 一 比较 简单 的 类 比 问题 上 。 为 了 求解 这 个 问题 ， 我 们 必须 了 解 一 些 关 
于 重心 的 知识 。 下 列 原理 似乎 是 可 信 的 而 且 提 出 它 来 也 很 自然 : 


若 一 物质 系统 9 由 几 部 分 组 成 ， 每 一 部 分 的 重心 都 位 于 同一 平面 上 ， 则 该 
平面 也 必 包 含 此 整个 系统 5 的 重心 。 


对 于 三 角形 情况 来 说 ， 这 一 原理 给 出 我 们 所 需要 的 一 切 。 首 先 ， 它 指出 三 
角形 的 重心 位 于 三 角形 的 平面 上 。 于 是 ， 我 们 可 以 把 三 角形 看 成 由 平行 于 三 角 
形 某 边 ( 图 7 中 边 AB) 的 许多 个 小 条 条 | 薄 条 条 无 限 罕 的 平行 四 边 形 ) 所 组 成 .每 一 
个 小 条 条 | 平行 四 边 形 ) 的 重心 显然 是 它 的 中 心 , 而 所 有 这 些 中 心 位 于 连 线 CM 上 ， 
为 与 BB 边 相对 的 顶点 ，N 为 人 的 中 点 ( 见 图 7) 。 


图 7 


通过 三 角形 中 线 CM 的 任何 平面 包含 有 三 角形 中 所 有 平行 小 条 条 的 重心 。 由 
此 得 出 结论 : 整个 三 角形 的 重心 就 在 这 一 中 线 上 。 但 是 ， 根 据 同 一 理由 它 也 必 
须 在 其 他 二 条 中 线 上 ， 所 以 它 必 须 是 所 有 三 根 中 线 的 公共 交点 。 


我 们 现在 希望 用 纯 几 何方 法 ( 与 任何 力学 上 的 假设 无 关 ) 来 证 明 三 根 中 线 
交 于 同一 点 。 


(5) 在 弄 懂 了 三 角形 的 例子 之 后 ， 四 面体 的 情况 束 相 当 容易 了 。 因 为 我 们 
现在 已 经 解决 了 一 个 和 我 们 所 提问 题 有 类 比 关 系 的 问题 ， 所 以 一 旦 解决 这 个 类 
比 问 题 ， 我 们 就 有 了 一 个 可 以 照 着 办 的 模型 。 


在 解决 我 们 现在 用 作 模 型 的 类 比 问 题 中 ， 我 们 设想 三 角形 是 由 平行 于 其 
边 人 6 的 平行 小 条 条 所 组 成 的 。 现 在 我 们 设想 四 面体 ABCD 也 由 平行 于 其 一 校 和 6 的 
小 条 条 所 组 成 。 


组 成 三 角形 的 小 条 条 之 中 点 全 部 位 于 同一 直线 上 ， 即 位 于 连接 边 人 的 中 点 
W 与 相对 顶点 [的 那 根 三 角形 中 线 上 。 组 成 四 面体 的 小 条 条 的 中 点 全 部 位 于 连接 
棱 AB 的 中 点 人 与 对 棱 CD( 见 图 8) 的 同一 平面 上 ;我 们 不 妨 将 此 平面 MCD 称 为 四 面体 
的 中 面 。 


在 三 角形 情况 下 ， 我 们 有 和 象 必 那样 的 三 根 中 线 ， 其 中 每 一 根 都 必须 包含 三 
角形 的 重心 。 因 此 ， 这 三 根 中 线 必须 交 于 一 点 ， 这 一 点 就 是 重心 。 在 四 面体 情 
况 下 , 我们 有 象 民 0 那样 的 六 个 中 面 ( 连接 一 条 校 中 点 与 其 对 棱 的 平面 |， 其 中 每 
个 中 面 都 必定 包含 四 面体 的 重心 。 因 此 ， 这 六 个 中 面 必 交 于 一 点 ， 这 一 点 就 是 
重心 。 


(6) 这 样 ， 我 们 就 解决 了 均匀 四 面体 的 重心 问题 。 为 了 完成 这 个 求解 过 程 ， 
现在 我 们 需要 用 纯 几 何 ( 与 力学 上 的 考虑 无 关 ) 来 证 明 六 个 中 面 通 过 同一 点 。 


当 我 们 解决 了 均匀 三 角形 的 重心 问题 以 后 , 我 们 发 现 , 为 了 完成 求解 过 程 ， 
需要 证 明 三 角形 的 三 条 中 线 通过 同一 点 。 这 个 问题 可 类 比 于 上 述 问 题 ， 但 显然 
较为 简单 。 


在 解决 四 面体 这 一 问题 时 ， 我 们 又 可 利用 较 简单 的 三 角形 类 比 问题 ( 这 里 ， 
我 们 假定 它 已 经 解决 了 ) 。 事 实 上 ， 我 们 考虑 通过 从 D 点 出 发 的 三 条 楼 DA，DB， 


DC 的 三 个 中 面 ， 每 一 中 面 同 时 也 通过 对 棱 的 中 点 ( 通过 DC 边 的 中 面 经 过 中 反 M， 
见 图 8) 。 现 在 ， 这 三 个 中 面 和 AABC 记 在 平面 交 于 该 三 角形 的 三 个 中 线 。 这 三 条 
中 线 交 于 一 点 ( 这 是 前 面 较 简 单 的 类 比 问 题 的 结果 ) ， 而 这 点 和 0 点 一 样 , 也 是 三 
中 面 的 公共 点 。 连 结 这 二 个 公共 点 的 直线 是 所 有 三 个 中 面 的 公共 线 。 


我 们 证 明了 六 个 中 面 中 通过 顶点 0 的 三 个 中 面 有 一 条 公共 直线 。 对 于 通过 
顶点 A 的 三 个 中 面 ， 同 样 也 成 立 ; 对 于 经 过 顶点 B 的 三 中 面 以 及 经 过 顶点 (的 三 中 
面 也 是 如 此 。 把 这 些 事实 适当 地 联系 起 来 ， 我 们 就 可 证 明 这 六 个 中 面 有 一 个 公 
共 点 ( 通过 AAB( 三 边 的 三 中 面 确定 一 公共 点 和 交 于 此 点 的 三 交 线 。 于 是 ， 根 据 
我 们 刚才 证 明 的 ， 通 过 每 一 交 线 ， 一 定 还 有 一 个 中 面 ) 。 


(7) 在 上 述 (5) 和 (6) 中 ， 我 们 都 利用 了 一 个 三 角形 的 较为 简单 的 类 比 问题 
去 解决 四 面体 问题 。 但 从 一 个 重要 方面 来 看 ，( 5) 和 ( 6) 两 种 情况 是 不 相同 的 。 
在 (5) 中 , 我 们 是 利用 较 简 单 的 类 比 问题 这 一 方法 , 逐 点 模仿 它 来 求解 。 但 在 (6) 
中 ， 我 们 则 是 利用 了 和 较 简 单 的 类比 问题 所得 的 结果 ， 我 们 并 不 关心 这 结果 是 怎 
样 得 到 的 。 有 时 ， 我 们 可 能 同时 利用 较 简 单 的 类 比 问 题 的 方法 及 其 结果 。 如 果 
我 们 把 上 述 (5) 和 ( 6) 看 成 是 同一 个 问题 求解 的 两 个 不 同 部 分 ， 则 上 述 例 子 就 是 
同时 利用 类 比 问题 的 方法 及 结果 的 。 


我 们 这 个 例子 是 典型 的 。 在 求解 所 提出 的 问题 的 过 程 中 ， 我 们 经 向 可 以 利 
用 一 个 较 人 简单 的 类 比 问 题 的 解答 ， 我 们 可 能 利用 它 的 方法 或 者 可 能 利用 它 的 结 
果 ， 或 者 可 能 三 者 同时 利用 。 当 然 ， 在 更 困难 的 问题 中 ， 可 能 会 出 现 我 们 这 个 
例子 中 尚未 出 现 过 的 复杂 情况 。 特 别 是 ， 可 能 发 生 下 述 情况 : 类 比 问题 的 解 不 
能 直接 用 于 我 们 原来 的 问题 上 。 那 时 ， 可 能 需要 我 们 去 重新 考虑 解答 ， 去 改变 
它 ， 修 改 它 ， 直 到 我 们 在 试 过 解答 的 各 种 形式 以 后 ， 终 于 找到 一 个 可 拓 广 到 我 
们 原来 的 问题 为 止 。 


(8) 我 们 希望 能 预测 结果 ， 或 者 ， 人 至 少 在 某 种 似乎 可 信和 的 程度 上 预测 到 绪 
果 的 菜 些 特征 。 这 种 似乎 可 信 的 预测 通常 是 以 类 比 为 基础 的 。 


这 样 ， 我 们 可 能 知道 ， 均 匀 三 角形 的 重心 及 其 三 个 顶点 的 重心 重合 ( 即 ， 
三 个 质量 相同 的 质点 放 在 三 角形 的 三 个 顶点 上 ) 。 了 解 这 点 以 后 , 我们 可 以 猜测 
均匀 四 面体 的 重心 与 其 四 个 顶点 的 重心 相 重 合 。 


这 种 猜测 是 一 种 “类 比 推论 ”。 已 知 三 角形 和 四 面体 在 许多 方面 相似 ， 我 
们 就 猜测 它们 在 其 他 茶 一 个 方面 也 是 相似 的 。 如 果 把 这 种 猜测 的 似 真 性 当 作 青 
定性 , 那 将 是 愚 厌 的。 但 是 忽视 这 种 似 真 的 猜测 将 是 同样 电 奏 其 全 更 为 轴 缀 的 。 


类 比 推论 看 来 是 最 普通 的 一 种 推论 ， 并 且 可 能 是 最 主要 的 一 种 。 它 产生 了 
多 少 似乎 可 信 的 推测 ， 这 种 推测 可 能 被 经 验 和 更 严格 的 论证 加 以 证 实 或 推翻 。 
为 了 预测 药物 对 人 类 的 影响 ,化 学 家 在 动物 身上 进行 试验 , 再 由 类 比 得 出 结论 。 
甚至 我 认识 的 一 个 小 男孩 也 这 么 做 。 他 的 小 狗 需要 到 兽医 那儿 去 医疗 ， 于 是 他 
问 : 

“ 谁 是 兽医 ” 

“动物 的 医生 。” 


“ 哪 种 动物 是 动物 的 医生 ” 


(9) 得 上 自 许 多 类 似 情 况 的 类 比 结论 比 得 目 较 少 情况 的 类 比 结论 要 强 。 但 是 
这 里 质量 仍然 比 数量 更 为 重要 。 清 晰 的 类 比较 模糊 的 相似 更 有 价值 ， 安 排 有 序 
的 例子 比 随 意 收 集 的 情况 更 能 说 明 问 题 。 


前 面 【上 述 (8) 】 我 们 提出 了 一 个 关于 四 面体 重心 的 猜测 。 这 猜测 就 是 根 
据 类 比 而 提出 的 ;四 面体 的 情况 类 比 于 三 角形 的 情况 。 通 过 考察 另 一 个 类 比 的 
例子 ， 均 匀 棒 { 即 均匀 密度 的 卫 线 段 ) 的 例子 ， 我 们 可 以 增加 对 猜测 的 认识 。 


存在 于 

线段 ” 三 角形 ”四 面体 
之 间 的 类 比 有 许多 方面 。 线 段 包含 在 直线 上 ， 三 角形 在 平面 上 ， 四 面体 在 空间 
中 。 直 线段 是 最 简单 的 一 维 有 界 图 形 ， 三 角形 是 最 简单 的 多 边 形 ， 四 面体 是 最 
简单 的 多 面体 。 


线段 有 两 个 零 维 边界 元 素 ( 2 端点 ) 而 其 内 部 是 一 维 的 。 
三 角形 有 三 个 零 维 及 三 个 一 维 边界 元 素 ( 三 顶点， 三 边 ) ， 而 其 内 部 是 二 维 


的 。 


四 面体 有 四 个 零 维 ,六 个 一 维 ， 四 个 二 维 边 界 元 素 ( 四 顶点 ， 六 边 ， 四面) ， 
而 其 内 部 是 三 维 的 。 


这 些 数字 可 以 列 成 一 个 表 如 下 ， 其 中 各 列 分 别 表示 零 维 ， 一 维 ， 二 维 与 三 
维 元 素 的 数目 ， 各 行 分 别 表示 线段 ， 三 角形 与 四 面体 的 数目 : 


零 维 一 维 二 维 三 维 
线段  ) 1 
三 角形 3 3 1 
四 面体 4 6 4 1 


只 须 对 二 项 式 展 开 有 稍 许 的 了 解 ， 便 可 认 出 这 些 数字 是 巴 斯 卡 三 角形 中 的 
一 部 分 。 我 们 在 线段 、 三 角形 和 四 面体 中 找 出 了 一 个 值得 注意 的 规则 性 。 


(10) 如 果 我 们 已 经 体会 到 我 们 所 比较 的 对 象 是 有 密切 联系 的 ， 则 下 列 “ 类 
比 推论 ”对 于 我 们 可 能 有 茶 些 价值 。 


均匀 捧 的 重心 与 其 两 端点 的 重心 相 重 合 。 均 匀 三 角形 的 重心 与 其 三 顶点 的 
重心 相 重 合 。 为 什么 我 们 不 应 该 设想 均匀 四 面体 的 重心 与 其 四 顶点 的 重心 相 重 


合 呢 ? 


还 有 ， 均 色 捧 的 重心 按 比 例 1: 1 来 划分 其 端点 间 的 距离 。 均 匀 三 角形 的 重 
心 按 比例 2 : 1 来 划分 任何 顶点 与 其 对 边 中 点 间 的 距离 。 为 什么 我 们 不 应 该 猜测 
均匀 四 面体 的 重心 是 按 比 例 3: 1 来 划分 任何 顶点 与 其 对 面 的 重心 间 的 距离 呢 ? 


说 上 述 问题 押 提 出 的 猜测 是 错误 的 ， 说 这 样 美妙 的 一 种 规律 性 竞 遭 破坏 ， 
这 点 总 叫 人 觉得 极 不 可 能 。 认 为 和 谐 的 简单 秩序 不 会 纹 人 这 样 一 种 感觉 ， 在 数 
学 及 其 他 科学 领域 中 指引 着 作出 发 现 的 人 们 ， 并 表达 为 拉丁 格言 : 
简单 是 真理 的 标志 


[ 从 上 面 讲 的 会 想到 ， 所 讨论 的 结果 可 推广 到 n 维 。 如 果 对 前 三 维 (n=1、?、 
3) 成 立 而 对 维 数 高 的 就 不 再 成 立 ,这 看 来 不 大 可 能 。 这 种 猜测 是 一 种 “归纳 推 
论 ”， 它 表明 归纳 很 自然 地 以 类 比 为 基础 。 参 见 “归纳 与 数学 归纳 法 ”一 节 。 

[11) 在 结束 本 节 以 前 ， 我 们 简单 地 考虑 一 类 最 重要 的 情况 : 在 这 类 情况 
下 ， 类 比 这 一 数学 概念 变 得 更 精确 了 ] 。 


(1) 两 个 数学 对 象 系统 设 为 和 3 ， 是 这 样 相互 联系 的 : 5 的 对 象 乙 间 的 茶 
些 关 系 和 9 的 对 象 之 间 的 某 些 关 系 遵 循 同一 法 则 。 


在 ?和 3 间 的 这 种 类 比 可 以 用 上 述 ({1) 中 所 讨论 的 内 容 为 例 说 明之 ; 把 长 方 
形 的 边 作 为 9 ， 把 长 方 体 的 面 作为 9 。 


(11) 在 两 个 系统 9 与 9 的 对 象 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 即 保持 茶 种 关系 。 也 区 
是 说 ， 如 果 一 个 系统 的 对 象 之 间 保 持 这 样 一 种 关系 ， 则 在 为 一 系统 的 对 应 对 和 象 
之 间 也 保持 同一 关系 。 在 两 个 系统 中 的 这 种 联系 是 一 种 非常 精确 的 类 比 ， 它 称 
为 同 构 。 


(111) 在 两 个 系统 5 与 ”的 对 象 之 间 存 在 一 对 多 的 对 应 而 保持 某 种 关系 { 这 
在 高 等 数学 研究 的 各 分 支 中 ,特别 在 群 论 中 很 重要 ,这 里 不 多 玖 言 ) 。 这 种 情况 
称 为 同 态 。 同 态 也 可 看 成 为 一 种 非常 精确 的 类 比 。 


2 .辅助 元 素 

我 们 对 问题 的 概念 在 我 们 工作 结束 时 远 比 我 们 开始 工作 时 丰富 得 多 ( 见 
“进展 与 成 就 ”一 节 ) 。 随 着 工作 的 进展 ， 我 们 在 原 有 考虑 之 外 ， 增 加 一 些 新 元 
素 。 旨 在 促进 求解 而 引入 的 这 种 元 素 称 为 辅助 元 素 。 


(1) 有 各 种 辅助 元 素 。 解决 几何 问题 , 我 们 可 能 在 图 中 引入 新 的 线 ， 即 辅助 
线 。 解 决 代数 问题 ， 我 们 可 能 引 人 和 辅助 未 知 数 【 见 “ 辅 助 问题 ”，( 1) 】。 辅 助 
定理 是 这 样 一 种 定理 ， 我 们 证 明 它 是 希望 促进 我 们 对 原来 问题 的 求解 。 


(2) 引入 辅助 元 素 有 各 种 理由 。 当 我 们 想到 一 个 与 我 们 现在 的 问题 有 关 、 

且 早已 解决 的 问题 时 ， 我 们 很 高 兴 。 很 可 能 我 们 能 利用 这 样 一 个 问题 ， 但 目前 
还 不 知道 怎么 利用 它 。 例 如 ， 我 们 试图 求解 的 是 一 个 几何 问题 ， 而 我 们 想到 的 
早已 解决 的 有 关 问 题 是 三 角形 问题 。 但 在 我 们 的 图 中 并 没有 三 角形 ; 为 了 有 可 
能 利用 所 想 的 问题 ， 我 们 必须 找到 一 个 三 角形 ;所 以 我 们 不 得 不 在 我 们 图 中 用 
添加 适当 的 辅助 线 的 办 法 引入 一 个 三 角形 。 一 般 说 来 ， 当 我 们 想到 一 个 早已 解 
决 的 有 关 问 题 后 ， 我 们 必须 经 种 问 : 为 了 可 能 利用 它 ， 我 们 是 否 应 该 引入 东 个 
辅助 元 素 !( 第 10 市 中 的 例子 是 典型 的 ) 。 


回 到 定义 去 ， 我 们 将 有 男 一 个 引进 辅助 元 素 的 机 会 。 例 如 ,说 明 圆 的 定义 


时 ， 我 们 不 仅 应 该 提 到 其 圆心 和 半径 ， 而 且 还 应 该 把 这 些 几 何 元 素 在 图 中 表示 
出 来 。 如 有 果 不 把 它们 表示 出 来 ， 我 们 就 不 能 对 定义 有 任何 具体 的 应 用 ;叙述 定 
义 而 不 作 疼 只 不 过 是 空 口 说 白话 罢了 。 


力图 利用 已 知 结果 和 回 到 定义 去 ， 是 引入 辅助 元 素 的 一 些 最 好 的 理由 ; 但 
它们 不 是 仅 有 的 理由 。 为 了 使 间 题 的 概念 更 完整 ， 更 富 于 启发 性 ， 更 为 人 所 部 
悉 ， 我 们 可 以 引入 辅助 元 素 ， 虽 然 目 前 我 们 几乎 不 知道 我 们 怎样 才能 利用 这 些 
所 添加 的 元 素 。 我 们 可 能 仅仅 感觉 到 加 上 这 样 那样 的 元 素 用 那 种 方式 看 问题 是 
个 “好 念头 ”。 


引入 辅助 元 素 可 以 出 目 这 种 理由 , 也 可 以 来 目 别 的 理 
我 们 不 能 随 随便 便 地 引入 辅助 元 素 。 


日 总 得 有 些 理由 。 


| 
一 、 
EC 


(3) 例子 。 已 知 三 角形 一 角 和 由 此 角 顶 点 向 对 边 所 作 的 高 和 三 角形 的 周 长 ， 
作 这 个 三 角形 。 


我 们 引入 适当 的 记号 。 令 已 知 角 为 8， 从 角 a 的 顶点 A 向 对 边 所 作 的 高 为 h， 
己 知 周 长 为 P。 我们 画 张 图 , 在 上 面 很 容易 标 上 a 与 h 。 我 们 是 否 已 利用 了 所 有 的 
数据 ? 没有 ! 我 们 的 图 并 未 包括 等 于 三 角形 周 长 的 已 知 长 度 p 。 因 此 , 我 们 必须 引 
入 p 。 但 是 怎样 做 呢 ? 


我 们 可 以 用 各 种 方式 来 试图 引入 P 。 图 ) ，10 所 表示 的 方式 看 起 来 很 笨拙 。 
如 果 我 们 目 己 琢磨 一 下 为 什么 这 两 张 图 看 来 如 此 令 人 不 称心 ， 我 们 就 可 能 看 出 
是 由 于 缺乏 对 称 性 的 缘故 。 


事实 上 ， 这 个 三 角形 有 三 条 未 知 边 : 8 ，b ，( 。 我 们 象 通常 所 做 的 那样 ， 
把 A 的 对 边 叫做 3 ， 其 余 两 边 则 相应 地 称 为 b 与 6。 我 们 知道 


a+b+(=p 
这 里 ， 边 ! 与 边 ( 的 作用 相同 ; 它们 是 可 交换 的 ; 我 们 的 问题 对 于 b 和 (是 对 称 的 。 
但 在 图 9 和 图 10 中 ,b 和 ( 的 作用 却 不 相同 ; 放 上 长 度 p ， 我们 对 待 b 和 ( 就 不 同 了 ， 
图 和 网 10 破 坏 了 问题 对 b 和 (的 自然 对 称 性 。 我 们 应 该 这 样 来 放置 ,使 得 它 和 |b 
和 ( 的 关系 是 对 称 的 。 


图 9 


上 述 考虑 可 能 有 助 于 建议 象 图 1 1 那样 放置 长 度 p 。 我 们 在 三 角形 的 边 a 的 一 
侧 ， 加 上 线段 [5 ， 其 长 为 0 ， 在 三 角形 的 另 一 侧 加 上 线段 8gD ， 其 长 为 (， 使 得 在 
图 11 中 线段 ED 的 长 度 恰 好 是 pp ， 即 ; 

b+a+(C=p 
如 果 我 们 对 必 图 题 有 些 经 验 ， 我 们 就 不 会 愁 记 和 ED 一 起 引入 辅助 线 人 AD 与 AE 。 它 
们 都 是 等 腰 三 角形 的 底 边 。 事 实 上 ， 在 问题 中 引入 象 等 腰 三 角形 这 样 简单 而 又 
为 人 熟悉 的 元 素 是 合理 的 。 


迄今 ， 我 们 在 引入 辅助 线 方面 一 直 是 十 分 幸运 的 。 我 们 观察 新 图 ， 就 可 以 
发 现 EAD 和 已 知 角 4 有 一 简单 关系 。 事 实 上 ， 利 用 等 腰 三 角形 AABD 与 AACE ， 
可 知 和 ZZDAE= a12+90” 知道 这 个 特点 以 后 ， 我 们 很 自然 地 会 去 作出 ADAE 。 作 此 
三 角形 时 ， 我 们 就 要 引入 一 个 辅助 问题 ， 它 远 比 原来 的 问题 简单 。 


(4 教师 与 教科 书 的 作者 不 应 当 忘 记 : 聪明 的 学 生 和 聪明 的 读者 不 会 满足 
于 验证 推理 过 程 的 每 一 步 是 正确 的 , 他们 还 要 求知 道 进行 各 一 步 的 动机 和 目的 。 
引入 辅助 元 素 是 引入 注目 的 一 步 ,如 果 一 条 微妙 的 辅助 线 在 图 中 出 现 得 很 突然 ， 
看 不 出 任何 动机 ， 并 且 令 人 惊讶 地 解决 了 问题 ， 那 末 聪 明 的 读者 和 学 生 将 会 失 
望 ， 他 们 感到 上 当 受 骗 。 因 为 只 有 在 我 们 的 论证 及 发 明 会 创造 的 能 力 中 充分 发 
挥 了 数学 的 作用 后 ， 数 学 才 是 有 趣味 的 。 如 果 最 引 人 注 目的 步骤 的 动机 和 目的 
不 可 理解 ， 那 么 我 们 在 论证 和 发 明 创造 方面 就 学 不 到 什么 东西 。 为 使 这 样 的 步 
又 可 以 理解 ,需要 加 以 适当 的 说 明 ( 如 前 面 (3) 中 所 做 的 那样 ) ， 或 者 精 选 问题 和 
建议 ( 象 第 | 0、18 、19、20 节 中 所 做 的 那样 ) ， 这 需要 大 量 的 时 间 和 精力 ， 但 却 
是 值得 一 做 的 。 


3 .辅助 问题 

辅助 问题 是 这 样 一 个 问题 ， 我 们 考虑 它 并 非 为 了 它 本 映 ， 而 是 因为 我 们 希 
望 通过 它 帮助 我 们 去 解决 男 一 个 问题 ， 即 我 们 原来 的 问题 。 原 来 的 问题 是 我 们 
要 达到 的 目的 ， 而 辅助 问题 只 是 我 们 试图 达到 目的 的 手段 。 


一 只 飞 虫 企图 穿 过 窗户 玻璃 逃 出 去 ， 它 在 同一 届 窗 户 上 试 了 义 试 ， 而 不 去 
试 试 附近 打开 的 窗户 ， 而 那 马 窗户 就 是 它 进来 的 那 面 。 人 能 够 或 者 全 少 能 够 行 
动 得 更 聪明 些 。 人 的 高 明之 处 就 在 于 当 他 人 碰 到 一 个 不 能 直接 克服 的 障碍 时 ， 他 
会 绕 过 去 ， 当 原来 的 问题 看 起 来 似乎 不 好 解 时 ， 就 想 出 一 个 合适 的 辅助 问题 。 
构想 一 个 辅助 问题 是 一 项 重要 的 思维 活动 。 举 出 一 个 有 助 于 为 一 问题 的 清晰 的 
新 问题， 能够 清楚 地 把 达到 另 一 目标 的 手段 设想 成 一 个 新 目标 ， 这 都 是 运用 智 
慧 的 旨 越 成 就 。 学 会 ( 或 教会 ) 怎样 聪明 地 处 理 辅 助 问题 是 一 项 重大 任务 。 


(1) 例子 。 求 满足 方程 的 x 值 : 
X13x +36=0 

如 果 我 们 看 到 x'=( xX) 。 我 们 就 会 发 现 引 入 

y=x 
的 好 处 。 我 们 现在 得 到 一 个 新 问题 ， 求 满足 方程 的 y 值 : 

y -13*y+36=0。 
这 个 新 问题 是 一 个 辅助 问题 ， 我 们 打算 把 它 用 作 解 决 原 问 题 的 手段 。 辅 助 问题 
的 未 知 数 y 可 恰 如 其 份 地 称 为 辅助 未 知 数 。 


(2) 例子 。 在 一 长 方 体 中 已 知 由 一 顶点 引出 的 三 个 棱 的 长 度 ， 求 该 长 方 体 
的 对 角 线 。 


在 试图 求解 这 一 问题 ( 第 8 市) 时， 我们 可 由 类 比 ( 第 15 节 ) 引导 到 为 一 问题 : 
在 一 长 方形 中 ， 已 知 由 同一 顶点 引出 的 两 个 边 的 长 度 ， 求 长 方形 的 对 角 线 。 


这 个 新 问题 是 个 辅助 问题 : 我 们 之 所 以 考虑 它 是 因为 我 们 希望 从 对 它 的 考 
虑 中 引出 对 原 问 题 有 用 的 东西 。 


(3) 好 处 。 考 虑 辅助 问题 的 好 处 可 以 是 多 种 多 样 的 。 我 们 可 以 利用 辅助 问 
题 的 结果 。 壁 如 在 例 1 中 , 通过 求解 y 的 二 次 方程 , 我 们 已 经 求 得 y 等 于 4 或 等 于 9 ， 
然后 我 们 推 得 x =4 或 x = ， 从 而 求 出 (的 所 有 可 取 的 值 。 在 其 它 情况 下 ， 我 们 
可 以 利用 辅助 问题 的 方法 。 如 例 2 中 ,辅助 问题 是 平面 儿 何 问 题 ; 它 类 比 于 原来 
的 立体 几何 问题 ， 但 更 为 简单 。 引 入 这 一 类 辅助 问题 是 合理 的 ， 因 为 我 们 希望 
它 是 有 启发 性 的 ， 它 能 给 我 们 机 会 去 熟悉 以 后 可 用 于 原 问题 的 某 些 方法 、 操 作 
或 工具 。 在 例 ? 中 ， 辅 助 问题 的 选择 更 为 注 运 ， 因 为 仔细 地 考察 它 一 番 之 后 ,我 
们 发 现 其 方法 与 结果 均 可 加 以 利用 ( 见 第 15 节 和 “你 是 否 利 用 了 所 有 的 数据 ? ” 
那 一 市 ) 。 


(4) 风险 。 我 们 不 去 考虑 原 问 题 ， 而 花费 时 间 与 精力 去 注意 辅助 问题 。 如 
果 我 们 对 辅助 问题 的 研究 失败 了 ， 那 末 我 们 在 它 上 面 所 花 的 时 间 与 精力 束 白 日 
损失 了 。 所 以 在 选择 辅助 问题 时 ， 我 们 应 当 加 以 判断 。 对 于 我 们 的 选择 ， 我 们 
可 能 有 各 种 正当 理由 。 和 辅助 问题 可 以 比 原 来 的 问题 更 容易 理解 ， 或 者 它 看 来 更 
富 启发 性 ; 或 者 它 有 某 种 美的 号 召 力 。 有 时 ,辅助 问题 的 唯一 优点 是 它 很 新 颖 ， 
提供 了 尚未 被 探索 过 的 可 能 性 ;我 们 选择 它 是 因为 我 们 对 原 问 题 厌 倦 了 ， 并 且 
看 来 似乎 所 有 的 方法 部 已 用 尽 了 。 


(5) 怎样 找 出 它 。 发 现 所 提问 题 的 解 ， 常 第 有 赖 于 发 现 一 个 合适 的 辅助 问 
题 。 令 人 不 愉快 的 是 ， 没 有 万 有 灵 的 方法 来 发 现 合适 的 辅助 问题 ， 正 如 没有 万 灵 
的 方法 求解 一 样 。 但 无 论 如 何 ， 确 实 有 一 些 问题 和 建议 ， 它 们 常常 是 有 所 神 益 
的 。 例 如 ， 看 着 未 知 数 。 通 过 问题 的 变化 常常 会 使 我 们 想到 有 用 的 辅助 问题 。 


(6) 等 价 问题 。 如 果 两 个 问题 中 每 一 问题 的 解 都 强 含 为 一 问题 的 解 ， 就 说 
这 两 个 问题 是 等 价 的 。 因 此 ， 在 例 1 中 ， 原 问题 与 辅助 问题 等 价 。 


考虑 下 列 定理 : 
A. 在 任何 等 边 三 角形 中 ， 每 一 角 均 等 于 60”。 
6 .在 任何 等 角 三 角形 中 ， 每 一 角 均 等 于 i0”。 


此 二 定理 不 能 看 作 是 同一 条 定理 。 它 们 包含 不 同 的 概念 : 一 个 与 边 的 相等 
有 关 ， 另 一 个 与 三 角形 的 角 相 等 有 关 。 但 每 一 定理 都 可 由 另 一 定理 得 出 。 因 此 


求证 题 A 与 求证 题 B 等 价 。 


如 果 我 们 需要 求证 &， 则 引入 求证 题 8 作 为 一 个 辅助 问题 是 有 某 些 好 处 的 。 
定理 8 的 证 明 要 比 证 明 A 容 易 些 ， 而 且 更 重要 的 是 ， 我 们 可 以 预见 到 8 比 A 容易 ; 
我 们 可 以 这 样 判断 ， 我 们 可 能 从 一 开始 就 发 现 8 很 可 能 比 \ 容 易 。 事 实 上 ， 定 理 B 
仅 与 角 有 关 ， 它 比 定 理 A\ 更 “单一 ”， 定 理 A 与 角 和 边 都 有 关 。 


如 果 原 问题 和 辅助 问题 是 等 价 的 ， 则 从 原 问 题 过 渡 到 辅助 问题 称 为 可 逆 化 
归 ， 或 双向 化 归 ， 或 等 价 化 归 。 例 如 , A 化 归 为 8B( 见 上 文 ) 是 可 逆 的 ， 例 1 中 的 化 
归 也 如 此 。 从 某 个 方面 说 来 ， 可 逆 化 归 比 其 它 引 入 辅助 问题 的 方法 更 重要 ， 更 
令 人 想 往 ， 但 是 那些 和 原 问题 不 等 价 的 辅助 问题 可 能 也 很 有 用 ; 见 例 2 。 


(7) 等 价 辅 助 问题 链 。 等 价 辅助 问题 链 在 数学 论证 中 是 屡见不鲜 的 。 我 们 
需要 解决 问题 ;我们 看 不 出 解答 ， 但 我 们 可 能 发 现 A 与 男 一 问题 等 价 。 考 虑 B 
时 , 我 们 又 可 能 涉及 与 8 等 价 的 第 三 个 问题 [。 照 这 样 下 去 , 我 们 又 可 将 [化 为 0， 
如 此 等 等 , 直到 最 后 得 到 问题 | ， 其 解答 为 已 知 或 明显 可 知 。 既 然 每 一 个 问题 都 
和 前 一 个 问题 等 价 , 则 最 后 一 个 问题 也 必定 和 原 问 题 A 等 价 。 于 是 我 们 能 够 从 问 
题 [ 推出 原 问 题 A 的 解答 ， 而 L 古 辅助 问题 链 的 最 后 一 个 环节 。 


这 种 问题 链 ， 正 如 我 们 从 帕 扑 斯 的 重要 章节 中 所 见 ， 早 已 为 希腊 数学 家 们 
所 注意 。 我 们 重新 考虑 例 1 作为 说 明 。 让 我 们 称 ( A) 为 未 知 数 x 的 条 件 : 

(A) x13x +36=0 
解决 这 个 问题 的 一 种 方法 是 将 所 提出 条 件 变换 成 男 一 个 条 件 ， 称 为 (8B) : 

(8B) (22x) -2(2x") »13+144=0 
我 们 观察 到 条 件 {( A) 与 条 件 (B) 不 同 。 如 果 你 愿意 ， 你 可 以 说 它们 仅仅 稍 许 有 些 
不 同 。 你 会 很 容易 相信 它们 一 定 等 价 , 但 它们 肯定 不 是 同一 个 方程 。 从 (A 过 渡 
到 ( 8) 不仅 正确 , 而 且 有 清楚 的 目的 , 这 对 任何 熟悉 求解 二 次 方程 的 人 来 说 都 是 
显而易见 的 。 沿 此 一 方向 继续 做 下 去 ,我 们 可 将 条 件 ( 8) 再 变换 成 另 一 条 件 ( () : 

(C) (22x) -2(2x) 。13+169=25 
照 此 方法 继续 下 去 ， 我 们 有 

( D) (2x°- 13) =25 

(E) 2x -13= 土 5 

(F) x =(13 土 5)}/2 


(0) ee 113+5 
2 


(H) *=3 或 -3 或), 或 -2 我 们 所 做 的 每 次 化 归 都 是 可 逆 的 。 于 是 最 后 一 
个 条 件 (H) 与 第 一 个 条 件 (A) 等 价 ， 所 以 ，3、- 3、2、- 2 是 我 们 原 问题 所 有 可 能 
的 解 。 


上 面 我 们 从 原 条 件 ( A) 导出 一 系列 条 件 (B) ，( C6) ，({D) ， ， 每 一 个 都 等 
价 于 前 一 个 。 这 一 点 值得 我 们 给 予 最 大 的 注意 。 等 价 条 件 是 由 同一 对 象 满足 的 。 
因此 ， 如 果 我 们 从 所 提 条 件 过 渡 到 等 价 于 它 的 新 条 件 ， 我 们 就 有 相同 的 解 。 但 
是 如 果 我 们 从 所 提 条 件 过 渡 到 较 窜 的 条 件 ， 我 们 束 失 去 解 ， 如 果 我 们 从 所 提 条 
件 过 渡 到 较 宽 的 条 件 ， 我 们 则 得 到 非 正 党 的 外 来 解 ， 它 与 所 提问 题 无 关 。 如 果 
在 一 串 连续 的 化 归 中 ， 我 们 过 渡 到 较 窗 的， 接着 又 过 渡 到 较 宽 的 条 件 ， 我 们 可 
能 完全 偏离 原来 的 问题 。 为 了 避免 这 种 危险 ， 我 们 必须 小 心地 检查 每 次 新 引入 
的 条 件 的 性 质 : 它 与 原 条 件 等 价 吗 ? 当 我 们 所 处 理 的 对 象 不 是 像 这 里 的 单个 方程 
而 是 一 组 方程 时 ， 或 者 当 条 件 不 是 用 方程 来 表达 ( 例如 ， 象 几何 作 图 问题 ) 时 ， 
上 述 问题 尤为 重要 。 


[请 与 “ 帕 扑 斯 ”一 市 ， 特 别 是 评注 (2) ，(3)，(4 ，(8) 相 比较 。 那 里 的 
描述 受到 了 不 必要 的 限制 。 它 描述 一 个 求解 问题 的 链 ， 其 中 每 个 问题 都 有 一 个 
不 同 的 未 知 数 。 这 里 所 讲 的 例子 则 相反 ， 链 中 所 有 各 个 未 知 数 相 同 ， 仅 仅 是 条 
件 的 形式 不 同 。 当 然 ， 并 不 需要 这 种 限制 。] 


(8) 单 回 化 归 。 我 们 有 两 个 都 未 曾 求 解 的 问题 A 与 8。 如 果 我 们 能 解 A， 则 我 
们 能 导出 8 的 完全 解 。 反 之 则 不 然 ， 即 ， 如 果 我 们 能 解 5， 我 们 可 能 会 得 到 A 的 茶 
些 信息 ， 但 我 们 却 不 知道 怎样 从 B 导 出 A 的 完全 解 。 在 这 样 一 种 情况 下 ， 解 A 要 
比 解 B 收 获 大 。 让 我 们 称 A 为 这 两 个 问题 中 的 期 望 大 的 而 为 期 望 小 的 。 


如 果 从 所 提问 题 过 渡 到 期 望 大 的 或 期 望 小 的 辅助 问题 ， 我 们 称 这 一 步骤 为 
单 问 化 归 。 有 两 类 单 问 化 归 ， 二 者 在 茶 些 方面 都 比 双 癌 或 可 逆 化 归 更 冒 风险 。 


例 说 明 的 是 化 归 为 期 望 小 的 问题 的 一 个 单 向 化 归 。 事 实 上 ， 如 果 我 们 能 
够 解决 属于 长 、 宽 、 高 分 别 为 8，b， (的 长 方 体 的 原 问 题 ， 令 c=0， 得 到 长 为 4， 
宽 为 b 的 长 方形 , 则 我 们 就 转 到 辅助 问题 。 化 沟 期 望 小 的 问题 的 单 向 化 归 的 男 一 
例子 是 “特殊 化 ”这 一 节 的 (3)，(4) ，(5) 。 这 些 例子 表明 ， 有 时 竣 巧 ， 我们 可 
能 利用 期 望 小 的 问题 作为 踏 脚 石 ， 将 辅助 问题 的 解 加 上 适当 的 补充 说 明 ， 可 以 
得 到 原 问题 的 解 。 


化 为 期 望 大 的 问题 的 单 向 化 归 也 可 能 会 成 功 ( 见 “ 普 壳 化 ”这 一 市 (2) 及 “ 归 
纳 与 数学 归纳 法 ”这 一 市 (1) , 【2) 中 所 述 第 一 问题 化 为 第 二 问题 的 例子 | 。 事 实 
上 上， 期望 人 的 问题 可 能 更 容易 着 手 ， 这 就 是 “发 明 者 的 矛盾 ”。 


4. 波 尔 查 诺 ( 8B01 zan0) 

他 是 逻辑 学 家 与 数学 家 。 在 他 风 辑 学 的 综合 性 著作 : 《科学 沦 》 中 ， 有 相 
当 大 一 部 分 是 关于 探索 法 这 一 题目 的 ( 第 三 卷 ，293 一 5715 页 ) 。 在 他 著作 的 这 一 
部 分 ， 他 写 道 : “我 根本 不 认为 我 在 这 里 能 够 提出 任何 早先 未 曾 为 所 有 具有 才 
华 的 人 所 察看 出 的 研究 过 程 ， 并 且 我 也 根本 不 想 允 诺 你 们 可 以 从 我 这 里 发 现 这 
方面 的 很 新 络 的 任何 内 容 。 但 是 ， 我 将 笋 费 兰 心地 用 清晰 的 词句 来 说 明 所 有 有 
才能 的 人 所 遵循 的 研究 规则 与 方法 ， 这 些 有 才华 的 人 在 大 多 数 情况 下 ， 甚 至 不 
知道 他 们 自己 是 遵循 这 些 规 则 与 方法 的 。 虽 然 ， 即 使 正在 做 这 件 事 的 时 候 ， 我 
也 不 敢 幻 想 我 将 会 完全 成 功 ， 但 我 仍然 希望 这 里 所 提出 的 一 孔 之 见 会 博得 某 些 


知音 并 在 以 后 有 所 应 用 。” 


) ， 好 念头 

这 是 对 解答 突然 有 进展 的 一 种 口语 描述 [ 参见 “进展 与 成 就 ”( 6)] 。 好 念 
头 的 出 现 ， 每 个 人 都 体验 过 ， 但 只 能 心领神会 而 难于 言传 ， 所 以 提 一 提 像 亚 里 
士 多 德 这 样 古 老 的 权威 曾经 偶然 给 过 一 个 很 有 启发 性 的 描述 ， 可 能 会 使 人 感到 


兴趣 。 


大 多 数 人 会 同意 : 想 出 一 个 好 念头 是 一 种 “灵感 活动 ”。 亚 里 士 多 德 对 “有 灵 
感 ” 所 作 的 定义 如 下 : “有 灵感 就 是 在 微不足道 的 时 间 里 ， 通 过 猜测 而 抓 住 事物 
本 质 的 联系 。” 例 如 说 : “如 果 你 看 见 一 个 人 以 某 种 方式 和 一 个 富翁 谈话 ， 你 
可 能 立刻 猜想 此 人 正在 设法 借 钱 。 又 如 , 观察 到 月 亮 发 光 的 一 边 总 是 朝 着 太阳 ， 
你 可 能 会 突然 想到 为 什么 会 这 样 : 这 是 因为 月 亮 是 由 太阳 光照 亮 的 。” 


第 一 个 例子 并 不 坏 ， 但 太 庸俗 了 ; 关于 富翁 和 钱 这 类 事情 不 需要 多 少 灵感 
来 加 以 推测 ， 并 且 那 个 念头 也 并 不 怎么 高 明 。 但 第 二 个 例子 却 给 人 以 深刻 的 印 
象 ， 如 果 我 们 发 挥 一 点 想象 力 把 它 联 系 其 适当 的 背景 来 看 的 话 。 


我 们 应 当 认 识 到 ， 在 亚 里 士 多 德 的 时 代 ， 因 为 没有 钟表 ， 如 果 他 想 知道 时 
间 ， 他 必须 观察 太阳 和 星星 ;因为 没有 路 灯 ， 如 果 他 计划 在 夜间 旅行 ， 他 必须 
观察 月 亮 的 月 相 。 他 比 现 代 的 城市 居民 对 天 空 熟 悉 得 多 ， 并 且 他 的 天 生 的 智慧 
未 被 天 文学 理论 的 报刊 出 版 物 的 生 搬 便 套 的 片 言 只 语 所 蒙 珊 。 他 把 整个 月 这 看 
成 是 一 只 平 盘 ， 和 太阳 这 只 乎 盘 相 类 似 ， 但 光辉 暗淡 多 了 。 他 一 定 曾 经 奇怪 过 
月 亮 的 形状 和 位 置 为 什么 老 是 在 变化 。 他 偶然 也 在 白天 观察 过 太阳 ， 大 约 是 在 
日 沙 或 日 出 的 时 候 ， 并 且 终 于 发 现 “月 亮 发 亮 的 一 边 总 是 朝 着 太阳 ”， 这 本 身 
就 是 一 个 令 人 可 敬 可 佩 的 成 就 。 于 是 ， 现 在 他 看 出 月 亮 变化 着 的 外 表 好 象 一 个 
从 一 侧 照 亮 的 球 ,， 所 以 它 一 半 亮 ， 另 一 半 黑 。 他 不 再 想象 太阳 和 月 亮 是 平 盘 了 ， 
而 把 它们 想象 或 球状 ， 一 个 发 光 ， 另 一 个 受 兴 。 他 理解 本 质 的 联系 ， 他 “在 微 
不 足 道 的 时 间 里 ”突然 改变 了 他 以 前 的 概念 想象 力 有 了 一 个 突然 的 跳跃 ， 产 
生 了 一 个 好 念头 ， 这 是 天 才 的 一 次 闪烁 。 


6， 你 能 检验 这 结果 吗 ? 
你 能 检验 这 结果 吗 你 能 检验 这 论证 吗 ? 对 这 些 问 题 若 能 给 出 很 好 的 回答 ， 
将 加 强 我 们 对 答案 的 信任 并 巩固 我 们 的 知识 。 


(1) 数学 问题 的 数字 结果 可 以 这 样 来 检验 , 把 它们 与 观测 值 或 可 观测 数字 在 
常识 上 的 估计 值 相 比较 。 由 于 产生 于 实际 需要 或 天 生 好 奇 心 的 问题 几乎 总 是 以 
事实 为 基础 的 ， 所 以 可 以 预期 这 种 与 可 观测 事实 作 比 较 的 步骤 一 般 不 能 省 略 。 
但 是 每 一 个 教师 都 知道 学 生 在 这 方面 能 做 出 不 可 思议 的 事 来 。 有 些 学 生 求 出 船 
的 长 度 为 16, 130 英 尺 ， 船长 的 年 龄 为 b 岁 零 二 个 月 , 顺便 说 一 下 ， 这 位 船长 已 经 
是 一 位 祖父 ， 对 于 这 样 一 件 事 ， 他 们 也 会 坚信 不 疑 ， 泰 然 自若 。 如 此 不 顾 明显 
的 恋 误 并 不 一 定 说 明 他 们 愚 码 ， 而 上 只 不 过 对 人 为 编造 的 问题 漠不关心 寻 了 。 


(2 中“ 字母 题 ” 比 “数字 题 ” 更 容易 接受 有 趣 的 检验 ( 见 第 14 节 ) 。 作 为 胃 
外 一 个 例子 ， 我 们 考虑 底 为 正方 形 的 棱 台 。 设 下 底 边 长 为 ， 上 底 边 长 为 bp， 高 


为 |， 则 其 体积 大 

(a +ab+b )h/3 

我 们 可 用 “特殊 化 ”一 节 所 讲 的 方法 检验 这 结果 。 事 实 上 ， 若 a=b， 则 棱 
台 成 为 棱柱 ， 公 式 成 为 jh; 若 b=0， 则 棱 台 成 为 角 锥 体 ， 公 式 成 为 h 1/ 3 。 我 们 
还 可 用 “ 量 纲 检 验 法 ”。 事 实 上 ， 公 式 的 量 纲 是 长 度 的 立方 。 还 有 ， 我 们 可 用 
数据 的 变化 来 检验 公式 ; 事实 上 ， 若 正 数 值 a ,b 或 h 中 的 任 一 个 增 大 ， 则 公式 的 
数值 也 增 大 。 


这 类 检验 不 仅 可 用 于 最 后 结果 ， 也 可 用 于 中 间 结果 。 它 们 是 如 此 有 用 ， 值 
得 讨论 ， 参 见 “ 问 题 的 变化 ”这 一 节 第 (4) 点 。 为 了 能 利用 这 种 检验 ， 我 们 可 能 
发 现 把 “数字 题 ”加 以 普遍 化 并 变 为 “字母 题 ”是 有 好 处 的 ， 参 见 “ 普 遍 化 
这 一 节 第 ( 3) 点 。 


(3) 你 能 检验 这 论证 吗 ? 在 逐步 检验 论证 时 ， 我 们 应 当 避 免 单纯 的 重复 。 首 
先 ， 单 纯 的 重复 容易 令 人 厌烦 ， 缺 乏 局 发 性 ， 使 人 注意 力 澳 散 。 其 次 ， 在 我 们 
曾经 跌 过 一 次 跤 的 地 方 ， 如 采 环 境 与 从 前 一 样 ， 我 们 可 能 再 次 跌 跤 。 如 果 我 们 
感到 需要 把 整个 论证 重新 逐步 检查 一 过， 我 们 至 少 应 当 改 变 各 步 的 次 序 ， 或 者 
改变 它们 的 分 组 ， 以 引入 茶 些 变化 。 


(4) 排出 论证 中 最 薄弱 的 环节 并 首先 加 以 审查 ， 这 只 需要 较 少 的 劳力 ， 而 
且 更 有 兴趣 。 在 挑 出 论证 中 值得 审查 之 点 时 ， 一 个 很 有 用 的 问题 是 : 你 曾 否 利 
用 了 所 有 的 数据 ? 


(5) 很 清楚 ， 我 们 非 数 学 方面 的 知识 不 能 完全 并 基 在 形式 逻辑 的 证 明 上 。 
我 们 日 党 知识 的 较 可 徘 的 部 分 是 不 断 被 我 们 每 天 的 经 验 所 检验 ， 所 加 强 的 。 在 
自然 科学 中 ， 这 种 检验 采取 了 细心 试验 与 测量 的 形式 ， 并 与 数学 论证 结合 在 一 
起 。 我 们 的 数学 知识 能 否 只 以 形式 逻辑 的 证 明 为 基础 呢 ? 


这 是 个 哲学 问题 。 我 们 不 能 在 这 里 辩论 。 但 肯定 的 是 ， 你 的 数学 知识 ， 我 
的 数学 知识 , 或 者 你 的 学 生 的 数学 知识 , 都 不 是 仅仅 以 形式 多 辑 证 明 为 基础 的 。 
任何 可 靠 的 知识 ， 必 有 深厚 的 实验 基础 ， 而 且 通 过 每 个 已 成 功 地 检验 其 结果 的 
问题 使 这 种 基础 更 加 坚实 。 


7 .你 能 用 不 同方 式 导 出 这 一 结果 吗 

当 最 终 所 得 结果 宛 长 而 复杂 时 ， 我 们 自然 揣测 存在 着 某 个 更 清楚 而 且 少 迁 
地 的 解 : 你 能 用 不 同方 式 导 出 这 一 结果 吗 ! 你 能 一 下 子 看 出 它 吗 ?即使 我 们 成 功 
地 找 出 一 个 令 人 满意 的 解 ， 我 们 可 能 仍然 对 找 出 男 一 个 解 感 兴趣 。 就 象 我 们 期 
望 通过 两 种 不 同 的 知觉 去 感觉 到 一 个 物体 一 样 ， 我 们 也 期 望 用 不 同 的 推导 方法 
去 取得 对 理论 结果 的 有 效 性 的 信心 。 就 象 我 们 看 到 一 个 物体 后 还 想 摸 摸 它 一 样 ， 
在 有 了 一 个 证 明 后 ， 我 们 希望 找到 另 一 个 证 明 。 


IE 


两 个 证 明 比 一 个 好 。“ 抛 两 个 锚 更 安全 ”。 


(1) 例子 。 求 正 圆 台 的 侧面 积 y， 已 知 它 的 下 底 的 半径 R， 上 底 半 径 r 和 高 h 。 


这 个 问题 可 用 各 种 方法 求解 。 例 如 ， 我 们 可 能 知道 整个 圆锥 的 侧面 积 的 公式 。 
由 于 圆 台 是 从 圆锥 切 去 一 个 较 小 的 圆锥 而 得 到 的 ， 所 以 它 的 侧面 积 是 两 个 圆锥 
侧面 积 之 差 ， 于 是 剩 下 要 做 就 是 把 它 用 R,，r ，h 来 表示 。 把 这 个 思路 付 诸 实现 ， 
我 们 最 后 就 得 到 公式 
S=n(R+tr) VR-7) +h? 

在 用 这 种 或 那 种 方法 求 得 这 结果 以 后 ， 经 过 较 长 的 演算 后 ， 我 们 可 能 希望 有 一 
个 更 为 清楚 并 且 较 少 迁 迎 的 论证 。 你 能 用 不 同方 式 导 出 这 结果 吗 ? 你 能 一 下 子 看 
出 它 吗 ? 


为 了 能 直观 地 看 出 整个 结果 ， 我 们 可 以 从 尝试 看 出 其 各 个 部 分 的 几何 意义 
开始 。 这 样 ， 我 们 可 能 看 出 
N(R-7)* +h? 
是 斜 高 的 长 度 ( 圆锥 可 看 作 是 由 一 个 等 腰 梯 形 绕 平 行 两 边 中 点 连 线 旋转 而 成 的 ， 
斜 高 是 该 等 腰 梯 形 的 腰 ， 见 图 12) 。 此 外 ， 我 们 还 可 能 发 现 
n(R+tr)=(2 nxnR+t2 xr)/2 
是 圆 台 两 底 周 长 的 算术 平均 值 。 注 意 公式 的 这 同一 部 分 也 可 改写 为 
n(R+tr)}=27(R+tr})/2 
这 就 是 圆 台 的 中 截面 之 周 长 ( 这 里 , 我 们 称 平行 于 圆 台 上 底 和 下 底 并 等 分 其 高 的 
平面 与 圆 台 的 交 为 中 截面 ) 。 


在 找到 各 部 分 的 痢 解 释 以 后 ， 我 们 现在 可 以 从 不 同 角度 来 看 整个 公式 。 于 
是 ， 我 们 可 以 这 样 读 它 : 
侧面 积 = 中 截面 周 长 X 和 斜 高 
这 里 ， 我 们 可 能 回忆 坦 标 形 面积 的 公式 
只 = 中 线 X 高 


( 此 中 线 平行 于 梯形 的 两 个 平行 边 并 等 分 其 高 ) 。 只 要 直观 地 看 到 圆 台 侧面 
积 和 梯形 面积 这 两 种 陈述 间 的 类 比 关 系 ， 我 们 就 可 以 “几乎 一 下 子 ” 看 出 圆 人 台 
的 整个 结果 。 这 就 是 说 ， 对 于 以 上 经 过 元 长 计算 所 得 到 的 结果 ， 我 们 现在 感到 
非常 接近 于 它 的 一 个 简短 而 直接 的 证 明了 。 


(2) 上 面 的 例子 是 典型 的 。 我 们 不 完全 满足 于 我 们 所 导出 的 结果 ， 而 希望 
去 改进 它 ， 改 变 它 。 因 此 ， 我 们 研究 这 个 结果 ， 和 尝试 去 更 好 地 理解 它 ， 答 试看 
出 它 的 某 个 新 侧面 。 我 们 可 能 对 于 结果 的 某 一 小 部 分 首先 成 功 地 观察 出 一 个 新 
的 解释 。 然 后 ， 我 们 可 能 相当 幸运 地 发 现 观察 其 他 部 分 的 新 方式 。 


一 个 接 一 个 地 ， 审 碍 各 个 部 分 ， 答 试用 各 种 方式 去 考虑 它们 ， 我 们 可 能 终 


于 能 从 不 同 角度 看 出 整个 结果 , 而 我 们 关于 结果 的 新 概念 可 能 给 出 一 个 新 证 明 。 


人 们 可 能 认为 ， 这 种 现象 对 于 处 理 某 个 高 级 问题 的 有 经 验 的 数学 家 要 比 那 
些 解决 某 个 初等 问题 的 初学 者 更 有 可 能 发 生 。 可 是 ， 具 有 大 量 数学 知识 的 数学 
家 比 初 学 者 更 容易 冒 滥用 知识 而 使 论证 不 必要 地 复杂 起 来 的 危险 。 但 作为 补偿 
的 是 ， 有 经 验 的 数学 家 比 初学 者 更 能 重视 结果 中 细微 部 分 的 重新 解释 ， 并 且 能 
把 它们 积聚 起 来 ， 最 终 重 新 写 出 整个 结果 。 


不 过 ， 即 使 在 低 年 级 ， 学 生 也 可 能 提出 一 个 不 必要 那么 复杂 的 解 。 于 是 ， 
教师 至 少 一 次 或 者 两 次 指出 下 列 各 点 ， 他 不 但 应 该 指出 如 何 更 简捷 地 解 题 ， 而 
且 也 应 该 指出 如 何 找 出 存在 于 结果 本 身 的 更 简短 解答 的 线索 。 


参见 “ 归 诬 法 与 间接 证 明 “ 一 市 。 


8 .你 能 利用 这 个 结果 吗 ? 

借助 于 目 己 的 方法 来 找 出 问题 的 解 是 发 明 创造 。 如 果 问 题 不 太 难 ， 这 发 明 
创造 也 不 大 , 但 无 论 如 何 它 毕 葛 还 是 发 明 创造 。 有 了 茶 个 发 明 创造 ,尽管 不 大 ， 
我 们 也 应 该 探索 它 后 面 是 否 有 更 多 的 东西 。 我 们 不 应 该 错过 由 这 新 结果 所 开创 
的 可 能 性 , 我 们 应 该 再 尝试 使 用 一 次 我 们 已 经 使 用 过 的 方法 。 要 利用 你 的 成 功 ! 
对 某 个 别 的 问题 ， 你 能 利用 这 个 结果 或 方法 吗 ? 


(1) 如 果 我 们 对 变化 一 个 问题 的 主要 方法 ， 如 “ 普 人 过 化 ”, “特殊 化 ”,， “类 
比 ”，“ 分 解 和 再 组 合 ” 比 较 邵 悉 的 话 ， 我 们 束 很 容易 想 出 一 个 新 问题 。 我 们 
从 所 提出 的 问题 出 发 ， 用 刚才 提 到 的 那些 方法 由 它 导出 其 他 问题 ， 从 这 些 问题 
再 导出 别 的 问题 ， 如 此 等 等 。 从 理论 上 说 ， 这 一 过 程 是 无 限 的， 但 在 实际 中 ， 
我 们 很 少 进行 得 很 长 ， 因 为 这 样 所 得 到 的 问题 容易 成 为 灰 手 的 问题 。 


另 一 方面 ， 我 们 可 以 构造 出 新 问题 ， 这 些 新 问题 我 们 很 容易 利用 以 前 所 解 
决 的 问题 加 以 解决 ， 但 这 些 易 解 的 新 问题 义 容易 显得 索然 无 味 。 


找 出 一 个 既 有 趣 又 好 下 手 的 新 问题 并 不 那么 容易 ， 这 需要 经 验 、 鉴 别 能 力 
和 好 运气 。 但 是 ， 当 我 们 成 功 地 解决 了 一 个 好 问题 以 后 ， 我 们 应 当 去 寻 拔 更 多 
的 好 问题 。 好 问题 同 东 种 蘑 站 有 些 相像 ， 它 们 都 成 堆 地 生长 。 找 到 一 个 以 后 ， 
你 应 当 在 周围 找 找 ， 很 可 能 在 附近 就 有 几 个 。 


(2) 我 们 打算 用 第 ! ，10，12 ，14，15 节 中 讨论 过 的 同一 个 例子 来 阐明 上 述 
论点 。 所 以 ， 我 们 从 下 列 问题 开始 : 
已 知 长 方 体 的 长 、 宽 、 高 ， 求 外 接 圆 的 直径 。 


棱锥 体 的 底面 是 一 长 方形 ， 其 中 心 为 棱锥 体 的 高 的 足 。 已 知 棱锥 体 的 高 及 
其 底面 的 各 边 ， 求 各 侧 棱 。 


已 知 空间 中 两 点 的 直角 坐标 (1 ，y，2 ，(X2，y2，72) ， 求 此 两 点 的 距离 。 


我 们 容易 解决 这 些 问题 ， 因 为 它们 和 已 知 其 解 的 原 问 题 相差 不 多 。 在 每 一 


情况 中 ， 我 们 都 对 原 问 题 加 些 新 概念 ， 如 外 接 圆 ， 校 锥 体 ， 直 角 坐 标 。 这 些 概 
念 容易 加 进去 ， 也 容易 去 掉 ， 并 且 当 去 兵 它 们 之 后 ， 我 们 又 回 到 了 我 们 原来 的 


问题 。 


由 于 我 们 引入 原 问题 的 概念 是 有 趣 的 ， 所 以 上 述 问 题 也 有 一 定 的 趣味 。 最 
后 一 个 问题 ， 即 由 两 点 的 坐标 确定 其 距离 尤其 重要 ， 这 是 由 于 直角 坐标 很 重要 
的 缘故 。 


(3) 如 果 我 们 已 知 原 问题 的 解 ， 这 里 还 有 另外 一 个 我 们 很 容易 解决 的 问题 : 
己 知 长 方 体 的 长 、 宽 和 对 角 线 ， 求 其 高 。 


事实 上 ， 我 们 原 问题 的 解 主 要 在 于 : 为 四 个 量 ( 即 长 方 体 的 长 、 宽 ， 高 和 
对 角 线 ) 建立 一 个 关系 式 。 如 果 这 四 个 量 中 的 任意 三 个 为 已 知 , 则 我 们 可 以 由 这 
关系 式 求 出 第 四 个 。 于 是 新 问题 可 解 。 


对 于 从 已 有 解 的 问题 导出 易 解 的 新 问题 ， 这 里 有 个 模式 ;， 我们 设 原来 未 知 
数 为 已 知 ， 并 将 原来 的 已 知 数 之 一 作为 未 知 数 。 在 这 新 、 老 两 个 问题 中 ， 联 系 
已 知 数 与 未 知 数 的 关系 式 相 同 。 在 一 个 问题 中 找 出 关系 式 ， 我 们 即 可 把 它 用 于 
求解 为 一 个 问题 。 


这 个 通过 变换 数据 的 地 位 以 导出 新 问题 的 模式 和 第 ( 2) 点 中 的 模式 近 然 不 
同 。 


(4) 我 们 现在 用 其 他 的 办 法 导出 茶 些 新 问题 。 


对 我 们 的 原 问 题 很 自然 地 使 之 普遍 化 ， 就 得 到 下 列 新 问题 ， 已 知 一 个 平行 
六 面体 从 对 角 线 一 个 端点 出 发 的 三 条 棱 以 及 三 棱 间 的 三 个 夹 角 ， 求 平行 六 面体 
的 对 角 线 。 

用 特殊 化 的 办 法 , 我 们 得 到 下 列 问题 ; 已 知 正方 体 的 楼 长 ， 求 它 的 对 角 线 。 

用 “类 比 ” 的 办 法 ， 我 们 可 得 无 数 多 的 各 种 各 样 变型 的 问题 。 下 面 儿 个 是 
从 第 (2) 点 中 所 考虑 的 问题 导出 来 的 : 

已 知 正八 面体 的 棱 ， 求 它 的 对 角 线 。 

已 知 正四 面体 的 棱 ， 求 外 接 球 的 半径 。 

已 知 地 球 ( 假定 为 球体 ) 表面 上 两 点 的 几何 坐标 | 经 度 和 纬度 ) ， 求 两 点 间 的 
球面 距离 。 


所 有 上 述 问题 都 很 有 趣 ， 但 是 只 有 用 “特殊 化 ”办 法 所 得 到 的 那个 问题 ， 
才能 直接 在 原 问 题 的 解 的 基础 上 求 出 它 的 解 。 


(5) 我 们 可 以 把 原 问 题 的 茶 些 元 素 看 成 变量 ， 用 这 个 办 法 从 原 问 题 导出 新 


问题 。 


第 (2) 点 所 述 问 题 的 一 个 特例 是 : 已 知 正方 体 的 棱 ， 求 它 的 外 接 球 的 半径 。 
让 我 们 把 正方 体 和 正方 体 与 球 的 公共 中 心 看 成 是 固定 不 变 的 ， 但 是 可 以 改变 球 
的 半径 。 如 果 球 的 半径 很 小 ， 则 球 在 正方 体内 ， 随 着 半径 的 增 大 ， 此 球 胀 大 | 就 


像 一 个 橡皮 的 气球 在 充气 的 过 程 中 ) 。 在 某 一 时 刻 ， 此 球 人 磁 到 这 正方 体 的 表面 ; 
再 过 些 时 候 ， 磁 到 它 的 棱 ; 再 晚 些 ， 此 球 通过 其 顶点 。 在 这 三 个 关键 时 刻 ， 球 
的 半径 应 取 何 值 ? 


(6) 如 果 一 个 学 生 从 来 就 没有 机 会 去 解决 一 个 他 上 自己 所 发 明 创造 的 问题 
那么 他 的 经 验 是 不 完整 的 。 教 师 可 以 向 学 生 示 范 如 何 从 一 个 刚 风 v 决 的 问题 
出 新 问题 ， 这 样 做 可 以 引起 学 生 的 好 奇 心 。 教 师 也 可 以 留 一 部 分 创造 发 明 给 
6 例如 ， 他 可 以 谈 到 刚才 所 讨论 的 那个 膨胀 的 球 ， 他 可 以 问 学 生 : “你 打算 
计算 什么 ? 半径 的 哪些 值 特别 有 趣 ? ” 


9 .实现 

想 出 一 个 计划 与 贯彻 一 个 计划 是 两 码 事 。 在 东 种 意义 上 ， 这 点 对 数学 问题 
也 成 立 ; 因为 在 实现 求解 的 计划 和 想 出 这 个 计划 二 者 之 间 ， 其 工作 特点 是 不 同 
的 。 


(1) 就 像 建 桥 时 搭 架 来 支持 桥 身 一 样 , 当 我 们 考虑 数学 上 最 后 的 和 严格 的 论 
证 时 ， 我 们 也 可 以 利用 临时 的 与 仅仅 似乎 有 理 的 论证 。 不 过 ， 当 工作 充分 进展 
之 后 ， 我 们 拆 去 棚 架 ， 桥 目 己 应 能 站 得 住 。 同 理 ， 当 求解 过 程 充 分 进展 之 后 ， 
我 们 将 除去 所 有 临时 的 和 仅仅 似乎 有 理 的 论证 ， 而 结论 只 能 由 严格 的 论证 所 文 
持 。 


在 制定 求解 的 计划 时 ， 我 们 不 应 该 过 于 害怕 那些 仅仅 是 似乎 有 理 的 ， 探 索 
性 的 论证 。 这 时 任何 能 导致 正确 概念 的 东西 部 是 对 的 。 但 当 我 们 开始 实现 求解 
计划 时 ,我 们 必须 改变 这 种 观点 ， a 严格 的 论证 。 
实现 你 的 求解 计划 ， 同 时 检验 每 一 步 。 你 能 清楚 地 看 出 这 个 步骤 是 正确 的 吗 ? 


在 实现 计划 时 ， 我 们 检验 每 一 步 花 的 力气 越 多 ， 那 么 在 制定 计划 时 ， 我 们 
就 可 以 更 目 由 地 应 用 探索 性 论证 。 


(2) 我们 应 当 适 当 考 虑 实现 计划 细节 的 工作 程序 ， 特 别 当 问 题 是 复杂 的 情 
况 下 更 应 如 此 。 我 们 不 应 该 略 去 任何 细节 ， 应 该 了 解 我 们 面前 的 细节 对 于 整个 
问题 的 关系 。 我 们 不 应 该 忽视 主要 步 又 间 的 相互 联系 。 因 此 我 们 应 该 按 适 当 的 
次 序 进行 。 


特别 是 ， 在 我 们 有 充分 理由 相信 论证 的 主要 步骤 是 正确 的 以 前 ， 我 们 去 检 
验 次 要 的 细节 和 是 不 合理 的 。 如 果 论 证 的 主要 思路 有 破 丝 ， 那 么 检查 这 个 或 那个 
次 要 细节 将 无 济 于 事 。 


实现 论证 细节 的 次 序 和 制定 论证 细节 的 次 序 可 能 是 授 然 不 同 的， 而 当 我 们 
把 这 些 论 证 的 细节 最 后 写 出 来 时 ， 其 次 序 可 能 更 不 同 。 欧 几 里 得 几何 原理 把 论 
证 的 细节 用 一 种 刻板 的 、 系 统 的 次 序 提出 来 ， 这 一 点 种 为 人 效仿 ， 但 也 第 受 人 


指责 。 


(3) 在 欧 儿 里 得 的 著作 中 ， 所 有 论证 都 按 同 一 方向 进行 : 在 “求解 题 ”中 ， 
是 从 已 知 数据 走向 未 知 数 ， 而 在 “求证 题 ” 中 ， 是 从 前 提 走 向 结论 。 任 何 新 元 


素 如 点 、 线 等 等 ， 都 必须 正确 地 由 已 知 数据 推出 或 者 从 以 前 各 步 已 正确 导出 的 
元 素 所 推出 。 任 何 狐 推断 都 必须 正确 地 由 前 提 或 者 从 以 前 各 步 已 正确 证 出 的 推 
断 所 证 明 。 每 一 步 狐 元 素 ， 每 一 个 新 推 师 ， 当 首次 碰 到 时 ， 都 必须 加 以 审查 ， 
因此 它 只 须 审 但 一 次 ; 我 们 可 以 把 全 部 注意 力 只 集中 于 当前 这 一 步 ， 我 们 既 不 
必 有 瞻 前 ， 也 不 必 顾 后 。 这 最 后 的 新 元 素 ( 我 们 必须 加 以 检验 它 的 推导 过 程 | 就 是 
未 知 数 。 这 最 后 的 新 推断 ( 我 们 必须 审查 它 的 证 明 过 程 ) 就 是 结论 。 如 果 每 步 都 
正确 ， 则 最 后 一 步 也 正确 ， 从 而 整个 论证 是 正确 的 。 


如 果 目 的 是 洋 细 审 碍 论证 ， 则 欧 几 里 得 的 论证 展开 方式 很 值得 坚 无 你 留 地 
加 以 推荐 。 特 别 是 ， 当 论证 是 我 们 目 己 并 出 来 的 ， 如 采 它 元 长 而 复杂 ， 同 时 我 
们 不 仅 已 经 搞 出 来 了 ， 而 且 也 已 经 从 大 的 方面 研究 过 它 ， 所 以 除了 审查 其 本 身 
每 个 细 贡 以 外 ， 再 没有 什么 其 他 的 事 好 做 了 ， 这 时 最 好 就 是 用 欧 几 里 得 方式 把 
整个 论证 写 出 来 。 


如 果 目 的 是 把 论证 传授 给 读者 或 一 个 从 来 没有 听 到 过 和 它 的 听众 ， 那 么 就 不 
能 无 保留 地 推荐 欧 几 里 得 的 论证 展开 方式 。 对 于 说 明 每 一 特定 点 而 言 ， 欧 几 里 
得 论证 展开 方式 是 优越 的 ， 但 在 曾 述 论证 的 主要 思路 方面 ， 则 不 那么 好 。“ 聪 
明 的 读者 ”很 容易 看 到 每 步 是 正确 的 ， 但 要 看 出 其 来 龙 去 脉 、 目 的 以 及 整个 论 
汪 的 联系 ， 则 具有 很 大 的 困难 。 造 成 困难 的 原因 是 : 欧 几 里 得 论证 展开 方式 所 
遵循 的 顺序 ,相当 经 常 地 与 创造 它 时 的 自然 顺序 刚好 相反 [ 欧 几 里 得 论证 展开 方 
式 严格 地 服从 “综合 ”的 程序 ， 参 见 “ 幅 扑 斯 ”一 节 ， 特 别 是 其 中 的 评论 { 3) ， 
(4)(5)]。 


(4 现在 我 们 小 结 一 下 。 欧 几 里 得 论证 展开 方式 是 严格 地 从 已 知 到 未 知 ， 
从 前 提 到 结论 ， 这 对 于 详细 检验 论证 是 完美 的 ， 但 对 于 了 解 整个 论证 的 主要 线 
索 却 远 非 完美 无 缺 。 


我 们 非常 期 望 学 生 能 应 用 欧 几 里 得 方式 来 检验 他 目 己 的 论证 ， 但 是 这 种 工 
作 也 不 应 当 摘 得 过 分 死板 。 我 们 并 不 期 望 教师 用 纯粹 欧 几 里 得 方式 给 出 许多 证 
明 。 但 是 ， 在 进行 了 本 书 所 推荐 的 讨论 ， 即 学 生 在 教师 的 指点 下 尽 可 能 独立 地 
发 现 求解 的 主要 思路 以 后 ， 再 用 欧 几 里 得 方式 展开 论证 则 是 非常 有 用 的 。 有 些 
教科 书 采用 的 方式 是 : 首先 给 出 主要 思路 的 直观 提示 ， 然 后 再 用 欧 几 里 得 的 论 
证 顺序 说 明 各 个 细节 ， 这 看 来 也 是 合理 的 。 


(5) 为 了 想 知 道 目 己 的 命题 是 否 为 真 ， 认 真 的 数学 家 尝试 去 直观 地 看 出 它 ， 
并 给 以 形式 逻辑 的 证 明 。 你 能 清楚 地 看 出 它 是 正确 的 吗 ) 你 能 证 明 它 是 正确 的 吗 ， 
在 这 方面 ， 数 学 家 很 像 一 个 到 商店 买 布 的 妇女 ， 为 了 想 知道 布 的 质量 如 何 ， 她 
总 是 希望 看 看 它 ， 摸 摸 它 。 直 观 的 洞察 和 形式 逻辑 的 证 明 是 感知 真理 的 两 种 不 
同方 式 ， 这 堪 与 通过 视觉 与 触觉 两 种 不 同 的 感官 来 感知 物体 相 比 拟 。 


直观 的 洞察 可 能 远 远 超前 于 形式 逻辑 的 证 明 。 任 何 一 个 聪明 的 学 生 ， 无 须 
任何 系统 的 立体 几何 知识 ， 当 他 弄 清楚 名 词 术语 之 后 ， 他 立刻 能 看 出 平行 于 同 
一 直线 的 两 直线 彼此 平行 ( 此 三 条 直线 可 以 在 同一 平面 上 ， 也 可 不 在 同一 平面 
上 ) 。 但 证 明 这 个 命题 则 需要 郊 长 、 细 致 和 创造 性 的 准备 工作 ， 如 欧 几 里 得 几何 


原理 第 11 分 册 命 题 9 所 给 出 的 那样 。 


逻辑 规划 与 代数 公式 的 形式 演算 比 直 观 要 深入 得 多 。 几 乎 每 个 人 都 可 立刻 
看 出 : 任意 取 三 根 直线 可 划分 平面 为 1 部 分 ( 请 看 着 它 唯一 确定 的 部 分 ， 由 三 根 
直线 所 围 成 的 三 角形 ) 。 但 几乎 没有 人 能 看 出 ( 即使 他 是 全 神 贯 注 、 聚 精 会 神 地 
来 看 ) ; 任意 取 的 5 个 平面 将 空间 分 成 26 个 部 分 。 但 是 可 以 严格 证 明 其 准确 数字 
确实 是 26， 而 且 证 明 过 程 既 不 长 也 不 难 。 


实现 我 们 的 计划 ， 同 时 检验 每 一 步 。 检 验 每 一 步 时 ， 我 们 可 以 依赖 直观 洞 
察 或 形式 法 则 。 有 时 直观 在 前 ， 有 时 形式 推理 在 前 。 同 时 用 两 种 方式 来 做 则 是 
个 有 趣 又 有 用 的 练习 。 你 能 清楚 地 看 出 这 一 步 是 正确 的 吗 ? 是 的 , 我 能 很 清楚 地 
看 出 它 来 。 这 是 直观 走 在 前 面 了 ;， 但 形式 推理 能 个 紧 紧 跟 上 了 呢 ; 于 是 ， 我 们 问 : 
你 是 否 也 能 证 明 它 是 正确 的 ? 


尽 可 能 形式 地 证 明 我 们 所 直观 看 到 的 ， 以 及 尽 可 能 直观 地 看 出 我 们 所 形式 
证 明 过 的 ， 这 是 一 种 增进 智力 的 练习 。 不 幸 ， 在 教学 中 ， 并 不 总 有 足够 的 时 间 
来 这 样 做 。 第 12 ，14 节 所 讨论 的 例子 在 这 方面 是 典型 的 。 


10. 条 件 

条 件 是 “求解 题 ” 的 一 个 主要 部 分 。 参 见 “ 求 解 题 ， 求 证 题 ” 一 节 第 ( 3 
点 ， 还 可 参见 “新 旧 术 语 ” 一 节 第 ( 2) 点 。 

如 果 一 个 条 件 包含 了 过 多 的 部 分 ， 则 此 条 件 称 为 多 余 的 。 如 果 一 个 条 件 的 
各 部 分 互相 矛盾 并 且 互 不 相 容 以 致 无 对 象 可 满足 此 条 件 , 则 此 条 件 称 为 矛盾 的 。 


这 样 ， 如 果 条 件 用 比 未 知 数 个 数 多 的 线性 方程 来 表达 ， 则 它 不 是 多 余 就 是 
矛盾 的 ;如果 条 件 用 比 未 知 数 个 数 少 的 方程 来 表达 ， 则 它 是 不 充分 的 ， 不 足以 
确定 未 知 数 ， 如 果 条 件 用 与 未 知 数 个 数 一 样 多 的 方程 来 表达 ， 那 么 在 通常 情况 
下 ， 它 对 于 确定 未 知 数 正好 是 充分 的 ， 但 在 例外 情况 下 ， 也 可 能 是 巴 盾 的 或 不 
充分 的 。 


11. 矛盾 
参见 “条 件 ” 一 节 。 


12. 推论 

推论 是 一 个 定理 ， 它 是 在 研究 另外 一 个 刚 求 得 的 定理 时 很 容易 推出 来 的 定 
理 。 推 论 ( Cor0l1ary) 这 个 字 来 源 于 拉丁 文 ， 一 个 更 口语 化 的 泽 法 是 “小 费 ” 或 
“ 酒 钱 ” b 


13 .你 能 从 已 知 数 据 导出 某 些 有 用 的 东西 吗 ? 

在 我 们 面前 有 个 未 解决 的 问题 ， 一 个 随便 用 什么 方法 处 理 的 问题 。 我 们 必 
须 找 出 已 知 与 未 知 间 的 联系 。 我 们 可 以 把 我 们 符 解 的 问题 表示 成 已 知 与 未 知之 
间 的 广阔 空间 ， 当 作 已 知 与 未 知之 间 的 一 道 鸿 沟 ， 在 其 上 需要 架 桥 。 我 们 架 桥 
可 以 从 任何 一 边 ( 从 未 知 或 者 从 已 知 ) 开始 。 


看 着 未 知 数 ! 试想 出 一 个 具有 相同 或 相似 未 知 数 的 熟悉 问题 。 这 是 建议 你 
从 未 知 数 开始 进行 工作 。 


看 着 已 知 数 ! 你 能 从 已 知 数 导 出 什么 有 用 的 东西 吗 ! 这 是 建议 你 从 已 知 数 
开始 进行 工作 。 


通常 ， 从 未 知 数 开始 论证 似乎 更 为 可 取 ( 参见 “由 扑 斯 ”和 “ 倒 着 干 ” 这 
两 节 ) 。 但 另 一 种 起 步 方法 是 从 已 知 数 开 始 , 也 有 成 功 的 可 能 , 也 必须 党 第 试 试 ， 
并 值得 加 以 说 明 。 


例子 : 给 定 三 点 A，8B,，(。 过 A 作 一 线 与 6,〔 等 距离 。 


己 知 是 什么 ?给 定 三 点 A,B,〔 的 位 置 。 我 们 画 一 张 图 ， 表示 已 知 的 事项 ( 图 
13) 。 


Be 


A 


C9 


未 知 是 什么 ?一 条 直线 。 


条 件 是 什么 ? 所 求 直 线 过 A， 且 与 B,〔 等 距离 。 我 们 把 未 知事 项 与 已 知事 项 
放 在 一 张 图 中 ， 表 示 出 所 需要 的 关系 | 图 14) 。 根 据点 到 直线 距离 的 定义 ， 图 14 
上 表示 出 了 定义 中 所 包含 的 直角 。 


这 样 画 出 的 图 未 免 太 “ 空 凡 ”。 把 未 知 的 直线 与 已 知 的 ， B,〔 相 连结 ， 

看 来 不 能 令 人 满意 。 图 14 需 要 某 条 辅助 线 , 还 要 加 点 什么 一 一 但 是 要 加 什么 呢 ? 

个 高 水 平 的 学 生 对 此 也 可 能 一 筹 黄 展 。 当 然 ， 有 各 种 办 法 可 试 ， 但 帮助 学 生 
精神 重新 振作 起 来 的 最 好 问题 是 : 你 能 从 已 知事 项 导出 什么 有 用 的 东西 ? 


图 14 


实际 上 ， 已 知 是 什么 就 是 图 13 中 表示 的 三 个 点 ， 再 没有 别 的 了 。 我 们 迄 
今 尚未 充分 利用 过 点 8 和 5， 我 们 必须 从 它们 导出 什么 有 用 的 东西 。 但 是 只 有 两 
个 点 ， 你 能 做 什么 呢 ? 把 它们 用 一 条 直线 连 起 来 。 这 样 ， 我 们 就 画 出 图 15 。 


如 果 我 们 把 图 14 和 图 15 登 起 来 ， 问 题 的 解答 可 能 突然 内 现 出 来 。 这 里 有 两 
个 直角 三 角形 ， 彼 此 全 等 ， 还 有 一 个 十 分 重要 的 新 交点 。 


14， 你 能 重新 叙述 这 个 问题 吗 ? 
你 能 重新 叙述 这 个 问题 吗 你 能 否 重 述 得 更 不 同 些 ?提出 这 些 问题 的 目的 
是 找 出 合适 的 “变型 的 问题 。” 回 到 定义 去 。 参 见 “ 定 义 ” 一 节 。 


15 . 分解 与 重新 组 合 
分 解 和 重新 组 合 是 重要 的 智力 活动 。 


研究 一 个 引起 你 兴趣 或 者 挑 起 你 好 奇 心 的 对 象 : 如 ， 一 间 你 打算 租用 的 房 
子 ， 一 封 重要 而 又 神秘 的 电报 ， 或 者 任何 一 个 来 龙 去 脉 及 其 目的 部 使 你 困惑 不 
解 的 事物 ， 或 者 任何 一 个 你 打算 解决 的 问题 均 可 做 为 研究 的 对 象 。 你 对 于 这 个 
对 象 有 一 个 整体 的 印象 ， 但 这 印象 很 可 能 还 不 够 明确 。 你 想起 了 一 个 细 市 ， 你 
便 集 中 注意 力 于 它 。 然 后 ， 你 又 注意 到 妃 一 个 细节 ;以 后 又 注意 到 其 他 一 个 。 
细节 的 各 种 组 合 都 可 能 呈现 出 来 ， 过 了 一 会 儿 ， 你 又 把 对 象 当 作 整体 来 加 以 考 
碟 了 ， 但 现在 你 是 从 不 同 的 角度 来 看 它 了 。 你 把 整体 分 解 成 许多 部 分 ， 然 后 你 
又 把 各 个 部 分 重新 组 合成 或 多 或 少 有 些 不 同 的 整体 。 


(1) 如 果 你 钻 到 细节 中 去 , 你 可 能 会 在 细节 中 迷途 。 过 多 或 过 细 的 具体 情节 
是 脑力 的 一 种 负担 。 它 们 如 一 叶 障 目 会 阻碍 你 充分 注意 主要 之 点 ， 甚 至 使 你 完 
全 看 不 到 主要 之 点 ， 只 见 树木 而 不 见 和 森林。 


我 们 当然 不 希望 为 不 必要 的 细节 去 浪费 我 们 的 时 间 ， 我 们 应 该 把 我 们 的 精 
力 用 到 主要 内 容 上 。 困 难 就 在 于 我 们 事先 说 不 出 哪些 细节 最 后 会 变 成 主要 的 ， 
而 哪些 又 不 会 。 


因此 ， 我 们 首先 应 当 把 问题 作为 一 个 整体 来 了 解 。 在 弄 清 了 问题 之 后 ， 我 
们 将 处 于 较 有 利 的 地 位 来 判断 哪些 具体 细 市 可 能 是 最 主要 的 内 容 。 在 研究 过 一 
两 个 主要 之 点 以 后 ， 我 们 将 会 处 于 更 有 利 的 地 位 来 判断 还 有 哪些 细节 可 能 值得 
较 细致 的 研究 。 让 我 们 进入 细 厄 并 将 问题 逐步 地 加 以 分 解 ， 但 不 要 超过 我 们 所 


需要 的 程度 。 


当然 ， 教 师 不 能 期 望 所 有 的 学 生 都 在 这 方面 干 得 很 出 色 。 正 相反 ， 有 的 学 
生 有 一 种 非常 愚 细 、 非 常 坏 的 习惯 ， 他 们 在 把 问题 当 作 整 体 来 了 解 乙 前 就 贸然 
从 细 市 开始 工作 。 


(2) 我 们 将 考虑 教学 问题 ，“ 求 解 题 ”。 


在 把 问题 作为 一 个 整体 加 以 理解 ， 并 了 解 过 其 目的 ， 其 主要 点 之 后 ， 我 们 
希望 开始 了 解 细节 。 我 们 应 该 从 哪儿 开始 ? 几乎 在 所 有 的 情况 下 ,从 考虑 问题 的 
主要 部 分 ( 即 ， 未 知 数 ， 已 知 数 与 条 件 ) 开始 是 合理 的 。 我 们 要 在 几乎 所 有 的 情 
况 下 奉劝 读者 从 下 列 问题 开始 详细 研究 : 未 知 数 是 什么 已 知 数 是 什么 ? 条 件 是 
什么 ? 


如 果 我 们 希望 研究 进一步 的 细节 ， 我 们 应 当 怎 么 办 ? 通常 适当 的 办 法 是 去 
研究 每 个 数据 本 号 ， 并 且 把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 ， 再 研究 每 一 部 分 本 身 。 


特别 是 当 我 们 的 问题 比较 困难 时 ， 我 们 可 能 感到 很 有 必要 进一步 把 问题 再 
分 解 成 几 部 分 ， 并 研究 其 更 细微 的 末节 。 这 样 ， 我 们 就 可 能 有 必要 回 到 某 个 术 
语 的 定义 去 ， 需 要 引入 此 定义 所 涉及 的 新 元 素 ， 并 加 以 研究 。 


(3) 分 解 问题 以 后 ， 我 们 试用 某 个 新 方式 重新 组 合 其 元 素 。 尤 其 是 ， 我 们 
可 能 尝试 把 问题 的 元 素 重 独 组 合成 条 个 新 的 、 更 好 下 手 的 问题 ， 这 个 问题 我 们 
可 能 当 作 一 个 辅助 问题 。 


当然 ， 重 新 组 合 的 可 能 性 是 无 限 的 。 困 难 的 问题 需要 有 一 种 神奇 的 、 不 寻 
常 的 、 轿 新 的 组 合 。 而 解 题 者 的 才能 就 在 于 组 合 的 独创 性 。 但 也 存在 着 某 些 普 
通 的 、 相 对 简单 的 组 合 ， 它 们 对 于 较 简 单 的 问题 而 言 已 经 够 用 。 对 于 这 样 的 组 
合 我 们 应 当 彻 确 加 以 了 解 并 且 首 先 试 用 ， 即 使 我 们 最 后 不 得 不 求助 于 不 太 显 而 
易 见 的 方法 。 


以 下 是 个 形式 上 的 分 类 ， 其 中 简洁 地 列 出 了 最 普通 和 最 有 用 的 组 合 。 从 所 
提问 题 构 造 出 一 个 新 问题 ， 我 们 可 以 : 

(1) 保持 未 知 数 不 变 而 改变 其 他 |( 已 知 数 与 条 件 ) ;或 者 

(11) 保持 已 知 数 不 变 而 改变 其 他 ( 未 知 数 与 条 件 ) ; 或 者 

(111) 同时 改变 未 知 数 和 已 知 数 。 


我 们 将 研究 上 述 几 种 情况 。 

[ 情况 (1) 与 情况 (11) 是 交合 的 。 事 实 上 ， 有 可 能 同时 保持 未 知 数 和 已 知 数 
不 变 而 只 改变 条 件 的 形式 来 变换 问题 。 例 如 下 列 两 个 问题 ,虽然 看 起 来 等 价 ， 
但 并 非 完全 相同 : 

给 定 一 边 ， 作 一 个 等 边 三 角形 。 

给 定 一 边 ， 作 一 个 等 角 三 角形 。 


在 本 例 中 ， 两 个 命题 的 差别 很 小 ， 但 这 点 差别 在 别 的 情况 下 则 可 能 至 关 重 
要 。 后 面 这 类 情况 虽然 在 某 些 方面 很 重要 ， 但 我 们 在 这 里 却 不 能 占用 过 多 的 篇 
幅 来 讨论 它们 。 请 与 “辅助 问题 ” 那 耐 的 第 (7) 点 最 后 一 点 说 明 相 比较 ] 。 


(4 为 了 变换 所 提 的 问题 ， 保 持 未 知 数 而 改变 已 知 数 与 条 件 是 经 第 用 到 的 。 
“看 着 未 知 数 ” 的 建议 是 针对 具有 相同 未 知 数 的 问题 的 。 我 们 可 以 回忆 一 个 早 
已 解决 的 同类 问题 ， 尝 试想 起 一 个 具有 相同 或 相似 未 知 数 的 熟悉 问题 。 如 果 想 
不 起 来 ， 就 努力 创造 一 个 : 你 能 想起 便于 确定 未 知 数 的 其 他 已 知 数 吗 ? 


一 个 新 问题 与 所 提问 题 关 系 越 密 切 ， 则 其 有 用 的 可 能 性 越 大 。 所 以 ， 我 们 
要 保持 未 知 数 不 变 ， 同 时 也 试图 保持 茶 些 已 知 数 和 某 一 部 分 条 件 ， 并 在 允许 的 
范围 内 使 改变 尽 可 能 地 少 ， 只 改变 一 两 个 已 知 数 和 一 小 部 分 条 件 。 一 个 好 办 法 
是 : 我 们 只 略 去 某 些 东西 而 不 增添 任何 东西 ; 我 们 保持 未 知 数 ， 保 持 仅 仅 一 部 
分 条 件 ， 侈 去 其 他 部 分 ， 但 不 引 人 任 何 新 的 条 件 或 已 知 数 。 关 于 这 种 情况 的 例 
子 和 说 明 见 第 1 ，8 点 。 


(5) 保持 已 知 数 不 变 ， 同 时 我 们 可 以 尝试 引入 茶 些 有 用 的 和 更 好 着手 的 新 
未 知 数 。 这 样 一 个 未 知 数 必须 是 由 原 数 据 得 到 的 。 于 是 ， 当 我 们 问 : “你 能 不 
能 从 已 知 数 导 出 茶 些 有 用 的 东西 ”时 ， 我 们 脑海 中 就 有 了 这 样 一 个 未 知 数 。 


我 们 注意 到 最 好 能 满足 下 面 两 点 : 第 一 ， 新 未 知 数 应 当 更 好 着 手 ， 即 ， 它 
比 原 来 的 未 知 数 更 容易 从 已 知 数 求 得 。 第 二 ， 新 未 知 数 应当 是 有 用 的 ， 即 求 出 
它 以 后 ， 它 应 该 在 求解 原 未 知 数 方面 能 起 到 茶 些 肯定 的 作用 。 简 而 言 之 ， 新 未 
知 数 应 该 是 一 块 踏 脚 石 。 它 是 小 河中 间 的 石 块 ， 它 和 我 们 的 距离 比 我 们 所 欲 到 
达 的 彼岸 更 近 ， 当 我 们 踏 上 这 石 块 时 ， 它 会 帮助 我 们 向 彼岸 迈进 。 


新 未 知 数 应 当 是 既 好 着 手 又 有 用 ， 但 在 实际 中 ， 我 们 往往 不 得 不 只 满足 于 
其 中 的 一 点 。 如 果 提 不 出 什么 更 好 的 东西 ， 那 么 从 已 知 数 导出 某 些 可 能 有 用 的 
东西 也 是 值得 的 ， 同 样 ， 引 入 一 个 和 原 未 知 数 密切 相关 的 新 未 知 数 ， 即 使 这 个 
新 未 知 数 乍 一 看 来 并 不 特别 好 下 手 ， 这 样 做 也 是 合理 的 。 


例如 ， 如 果 我 们 的 问题 是 找 出 平行 六 面体 的 对 角 钱 ( 如 第 8 节 ) ， 我 们 可 以 
引入 一 个 平面 上 的 对 角 线 作为 新 未 知 数 。 我 们 这 样 做 或 者 是 因为 我 们 知道 从 平 
面 上 的 对 角 线 可 以 求 出 空间 的 对 角 线 ( 如 第 10 节 ) ; 或 者 是 由 于 我 们 看 出 平面 上 
的 对 角 线 容易 求 , 而 我 们 猜测 它 在 找 出 空间 的 对 角 线 方面 可 能 有 用 | 请 与 “你 是 
否 利 用 了 所 有 的 已 知 数 ? ”一 节 相 比 较 ) 。 


如 果 我 们 的 问题 是 作 一 个 圆 ， 我 们 必须 找 出 两 样 东西 :圆心 和 半径 ;， 我 们 
可 以 说 ， 这 问题 有 两 部 分 。 在 某 些 情况 下 ， 一 部 分 较 另 一 部 分 更 好 着 手 ， 因 此 ， 
在 任何 情况 下 ， 我 们 都 可 以 合理 地 对 下 述 可 能 性 考虑 片刻 : ”你 能 解决 问题 的 
一 部 分 吗 ? 在 提 这 个 问题 时 , 我 们 应 当 衡 量 衡量 各 种 可 能 性 : 是 集中 注意 力 于 圆 
心 呢 ， 还 是 集中 注意 力 于 半径 选 这 个 作 新 未 知 数 ， 还 是 选 那 个 作 新 未 知 数 ? 哪 
个 上 算 ? 这 类 问题 常常 是 非常 有 用 的 。 在 更 复杂 或 更 高 级 的 问题 中 , 决定 性 的 念 
头 经 常 出 现在 把 某 个 更 好 着 手 ， 同 时 又 是 主要 的 部 分 从 问题 中 削 析 出 来 的 过 程 
中 


(6) 同时 变换 未 知 数 和 已 知 数 。 这 样 做 ， 我 们 离开 原 问题 比 上 面 更 远 。 我 
们 当然 并 不 喜欢 这 样 ， 我 们 意识 到 这 样 会 有 完全 失去 原 问 题 的 危险 。 但 如 果 其 
他 变动 较 少 的 办 法 不 能 得 出 又 好 着 手 又 有 用 的 东西 ， 那 我 们 就 迫不得已 只 好 使 
用 这 种 变动 较 大 的 办 法 了 ; 或 者 ， 如 果 这 样 得 出 的 新 间 题 有 较 大 成 功 的 希望 ， 
我 们 就 可 以 被 吸引 到 离开 原 问 题 如 此 远 的 地 方 来 。 如 果 需 要 的 话 ， 你 能 不 能 改 
变 未 知 数 已 知 数 ， 或 者 两 者 都 改变 ， 以 使 新 未 知 数 和 新 已 知 数 彼此 更 接近 ? 


同时 改变 未 知 数 和 已 知 数 的 一 个 有 趣 的 方式 是 把 未 知 数 与 数据 之 一 进行 
互 换 ( 参见 “你 能 利用 这 结果 吗 ”一 市 第 3 点 ) 。 


(7 四 例子。 已 知 三 角形 一 边 3 、 垂 直 于 a 的 高 和 ia 的 对 角 a ， 作 一 个 三 角形 。 
未 知 是 什么 ? 一 个 三 角形 。 
已 知 是 什么 ? 两 条 线段 3 ，h 和 角 ia 。 


现在 ， 如 果 我 们 对 几何 作 图 问题 还 比较 熟悉 的 话 ， 我 们 可 尝试 把 这 样 一 个 
问题 化 简 为 点 的 作 图 问题 。 


我 们 夯 线 段 BC 等 于 边 长 4， 所 有 余下 要 找 的 就 是 三 角形 


图 16 
tha 边 所 对 的 顶点 A 见 图 16) 。 这 样 我 们 就 有 了 个 新 问题 。 
未 知 是 什么 ? 点 A。 


已 知 是 什么 ? 直线 hn ， 角 3 ， 已 给 定位 置 的 两 点 B,C。 
条 件 是 什么 ? 点 A 到 和 直线 BC 的 垂直 距离 应 为 |， 和 人 BAC= a。 


事实 上 ， 我 们 已 经 变换 了 我 们 的 问题 ， 改 变 了 未 知 和 已 知 。 新 的 未 知 是 一 
个 点 ， 老 的 未 知 是 一 个 三 角形 。 在 这 新 老 两 个 问题 中 ， 茶 些 已 知事 项 是 共同 的 ， 
即 线段 [和 角 a ; 但 在 老 问 题 中 给 定 的 是 长 度 3， 而 现在 则 代 之 以 给 定 两 点 8 与 (。 


新 问题 不 难 。 下 列 建 议 使 我 们 十 分 接近 于 解 。 


把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 本题 的 条 件 有 两 部 分 ,一 个 与 已 知 的 |/ 有关 ， 男 一 
个 与 已 知 的 a 有关。 对 这 个 未 知 点 要 求 : 

(1) 对 直线 BC 的 距离 为 h; 

(11) 成 为 一 角 的 项 点 ， 此 角 大 小 为 a ， 其 两 边 通过 给 定点 B，( 


如 果 我 们 只 保留 一 部 分 条 件 , 而 舍 去 其 余部 分 , 则 此 未 知 点 不 能 完全 确定 。 
有 许多 点 都 可 满足 条 件 中 的 (1) 这 一 部 分 ， 这 就 是 那些 位 于 平行 于 BC 且 相 距 为 h 
的 平行 线 上 的 所 有 点 * 。 这 根 平行 线 是 满足 部 分 条 件 (1 ) 的 点 的 轨迹 。 满 足 部 分 
条 件 (11) 的 点 的 轨迹 是 一 圆 弧 ， 其 端点 为 B 与 (。 我 们 可 画 出 这 两 个 轨迹 ;它们 
的 交点 就 是 我 们 所 求 作 的 点 。 


*: 过 8 与 (的 直线 把 平面 一 分 为 二 ， 我 们 选择 其 中 之 一 在 它 上 面 作出 A。 所 以 这 
里 我 们 可 以 只 考虑 BC 的 一 根 平行 线 ， 否 侧 我 们 应 当 考 虑 两 根 这 样 的 平行 线 。 


方才 所 用 的 程序 颇 有 趣味 ;解决 儿 何 作 图 问题 时 ， 我 们 第 常 可 以 成 功 地 按 
照 其 模式 ， 即 : 把 问题 化 简 成 作 一 个 点 ， 并 将 此 点 当 作 两 轨迹 的 交点 来 作 图 。 


但 这 个 程序 的 某 一 步 具 有 更 普遍 的 意义 ， 在 解决 任何 类 型 的 “求解 题 ” 时 
我 们 可 遵循 它 的 模式 ， 即 : 仅仅 保留 一 部 分 条 件 ， 合 去 其 余部 分 。 这 样 做 ， 我 
们 所 提问 题 的 条 件 减弱 了 ， 我 们 对 未 知 数 的 约束 减少 了 。 这 样 未 知 数 能 确定 到 
什么 程度 ? 它 能 怎样 改变 ? 通过 提问 这 点 ， 我 们 实际 上 是 建立 了 一 个 新 间 题 。 如 
果 未 知 的 是 平面 上 的 一 个 点 ( 如 我 们 例 中 的 情况 ) ， 那 么 确定 此 点 所 作出 的 轨迹 
束 缠 含 了 该 狐 问题 的 解 。 如 果 未 知 的 是 其 他 类 型 的 数学 对 象 ( 在 第 18 节 中 是 一 个 
正方 形 ) , 则 我 们 必须 恰当 地 描述 并 精确 地 规定 对 象 的 人 菏 个 集合 的 特征 。 即使 
这 未 知事 项 不 是 个 数学 对 象 ( 如 下 述 g 中 的 例子 )， 我 们 去 考虑 并 找 出 其 特征 , 去 
描述 或 列举 那些 满足 原 问题 中 关于 未 知事 项 的 部 分 条 件 的 对 象 也 可 能 是 有 用 
的 。 


(8) 例子 。 在 一 个 纵横 填 字 字迹 中 ， 人 允许 使 用 同音 异 义 的 双关 语 和 倒 字 *， 
我 们 发 现 该 字谜 有 下 列 暗 示 : 


* 译注: 倒 字 指 颠倒 一 字 的 学 母 顺序 而 成 的 字 ， 如 | ivye 与 ev 


“一 个 机 器 中 的 向 前 与 向 后 的 部 分 (Forward and backward part of 3 
machi nej( 有 五 个 字母 ) ” 


未 知 数 是 什么 ? 一 个 字 。 


条 件 是 什么 ? 这 个 字 有 五 个 字母 。 它 与 茶 种 机 器 的 某 部 分 有 关 。 当 然 ， 它 
应 该 是 个 英文 字 ， 并 且 我 们 希望 它 不 是 很 生僻 的 字 。 


这 条 件 对 于 确定 此 未 知 数 是 否 充分 ? 不 ， 或 者 不 如 说 ， 这 条 件 可 能 是 充分 
的 ,但 现在 已 经 清楚 的 那 部 分 条 件 肯定 是 不 充分 的 。 满 足 它 的 字 太 多 , 如 “| ever” 
(操纵 杆 ) ， 或 “screw”| 螺钉 ) 等 等 。 


此 条 件 表达 得 含混 不 清 一 一 当然 是 故意 的 。 如 果 找 不 到 什么 东西 可 以 似乎 
令 人 可 信 地 描述 为 机 器 的 “向 前 部 分 ”， 如 果 对 其 “向 后 部 分 ”也 是 这 样 ， 我 
们 可 以 猜测 它 可 能 指 的 是 向 前 和 向 后 阅读 。 研 究 字 谜 暗示 的 这 种 解释 也 许 是 个 
好 念头 。 


把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 此 条 件 有 两 个 部 分 ， 一 个 与 字 的 意义 有 关 ， 亏 
个 与 拼 法 有 关 。 对 此 未 知 字 的 要 求 是 : 


(1) 是 一 个 短 字 ， 它 的 含义 是 菜 种 机 器 的 茶 个 部 分 ; 
(11) 是 一 个 有 五 个 字母 的 字 ， 它 倒 过 来 拼 时 还 成 为 一 个 字 ， 它 的 意思 是 某 
个 机 器 的 某 个 部 分 。 


如 果 我 们 仅 保留 条 件 的 一 部 分 而 舍 去 其 余部 分 ， 未 知 子 束 无 法 完全 确定 。 
有 许多 字 满 足 条 件 的 部 分 (1) ,这 也 是 一 种 轨迹 ,我 们 可 以 “描述 ”这 个 轨迹 (|)， 


并 “跟踪 ” 它 直 至 得 到 它 和 轨迹 (11) 的 交点 。 比 较 自 然 的 程序 是 集中 力量 于 条 
件 的 部 分 (1) ， 去 收集 具有 规定 含义 的 字 ， 在 收集 到 若干 个 这 样 的 字 以 后 , 我们 
检查 它们 的 字 长 是 否 合乎 规定 ， 是否 能 倒 过 来 念 。 这 样 , 在 得 到 正确 的 字 以 前 ， 
我 们 可 能 收集 到 下 述 几 个 字 : ever (操纵 杆 ) ，s crew( 螺钉 ) ，wheel ( 轮 ) ， 
shaft( 轴 ) ， hingel 饺 链 ) ，rotorl 发 电机 的 转子 ) 。 


当然 是 “rotor" ”| 发 电机 的 转子 ) 。 


(9) 在 上 述 ( 3) 中 , 我 们 对 提出 的 “求解 题 ”的 元 素 重 新 组 合 得 到 一 个 新 “ 求 
解 题 ” 的 种 种 可 能 性 进行 了 分 类 归纳 。 如 果 我 们 所 引进 的 并 不 正好 是 一 个 新 问 
题 ， 而 是 两 个 或 多 个 新 问题 ， 那 么 就 有 更 多 的 可 能 性 。 这 点 我 们 必须 提 到 ， 但 
不 打算 分 类 归纳 了 。 


还 有 别 的 可 能 性 。 特 别 是 ，“ 求 解 题 ” 的 解 可 能 依赖 于 “求证 题 ”的 解决 。 
我 们 只 是 提 一 提 这 种 重要 的 可 能 性 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 不 再 予以 讨论 。 


(10) 对 于 “求证 题 ”， 我 们 只 需 少 量 的 附加 说 明 。 这 些 说 明和 前 面 “求解 
题 ”较为 广泛 详尽 的 说 明 【( 2) 至 ( 9) 】 相 类 似 。 


对 求证 题 的 整体 有 了 了 解 以 后 ， 我 们 一 般 应 当 研 究 它 的 主要 部 分 ， 即 我 们 
欲 证 或 欲 推翻 的 定理 的 前 提 和 结论 。 我 们 必须 彻底 了 解 这 些 部 分 。 前 提 是 什么 ) 
结论 是 什么 ? 如果 需要 停 下 来 注意 更 多 的 特定 点 ， 我 们 可 以 把 前 提 的 各 部 分 分 
开 ， 并 且 考 虑 每 个 部 分 本 身 。 然 后 我 们 可 以 考虑 其 他 细节 ， 一 步 步 深 入 地 把 问 
题 分 解 成 许多 部 分 。 


在 分 解 问 题 以 后 ， 我 们 答 试 用 茶 种 新 方式 将 其 元 素 重 新 组 合 。 特 别 是 ， 我 
们 可 以 把 元 素 重 新 组 合成 为 一 定理 。 在 这 方面 有 三 种 可 能 性 。 


(1) 我 们 保持 结论 不 变 而 改变 前 提 。 我 们 首先 试图 找 出 这 样 一 个 定理 : 看 着 
结论 ! 并 试想 起 一 个 具有 相同 或 相似 结论 的 熟悉 的 定理 。 如 采 找 不 到 , 我 们 就 创 
造 一 个 : 你 能 否 想起 另外 一 个 很 容易 导出 结论 的 前 提 ! 我 们 可 以 用 省 略 菜 些 东西 
而 不 是 添加 茶 些 东西 的 办 法 来 改变 所 提问 题 的 前 提 : 只 保留 前 提 的 一 部 分 ， 而 
舍 去 其 余部 分 ， 这 结论 是 否 仍 有 效 ? 


(11) 我 们 保持 前 提 不 变 而 改变 结论 : 你 能 从 前 提 导 出 某 些 有 用 的 东西 吗 ? 


(111) 我 们 同时 改变 前 提 和 结论 。 如 果 只 改变 一 个 不 行 ， 我 们 可 能 倾向 于 
同时 改变 两 个 。 如 果 需 要 的 话 ， 你 能 否 改变 前 提 ， 或 结论 ， 或 二 者 都 改变 ， 以 
使 新 前 提 和 新 结论 彼此 更 接近 ! 


我 们 这 里 不 打算 对 下 述 情况 所 引起 的 各 种 可 能 性 加 以 分 类 归纳 。 这 些 情 况 
是 : 为 了 解决 所 提出 的 “求证 题 ”， 我 们 引 人 两 个 或 更 多 的 新 “求证 题 ”， 或 
者 我 们 把 “求证 题 ” 和 适当 的 “求解 题 ” 联 系 起 来 考虑 。 


16. 定义 


一 个 术语 的 定义 就 是 用 其 他 假定 已 为 人 所 周知 的 术语 来 阐明 该 术语 的 意 
义 的 一 个 语句 。 


(1) 数学 中 的 专业 术语 有 两 类 。 有 些 作为 原始 术语 不 加 定义 而 被 接受 。 其 余 
则 当 作 派生 的 ( 导出 的 ) 术语 而 用 适当 的 形式 加 以 定义 ;， 也 就 是 说 ， 其 意义 用 原 
始 术语 和 先前 已 经 定义 过 的 派生 术语 来 加 以 陈述 。 这 样 ， 对 于 点 ， 直 线 ， 平 面 
这 样 的 原始 术语 ， 我 们 并 不 给 出 形式 的 定义 *。 但 对 于 “分 角 线 ”,“ 圆 ”,“ 抛 
物 线 ”这 类 概念 ， 我 们 要 给 出 形式 定义 。 


* : 在 这 方面 ， 上 自 欧 几 里 得 及 其 希腊 追随 者 的 时 代 以 来 ,观念 已 经 有 所 变化 。 他 
们 曾 定 义 过 点 、 直 线 与 平面 ， 然 而 他 们 的 定义 与 其 说 是 形式 定义 ， 还 不 如 说 是 
一 种 直观 的 说 明 。 当 然 ， 直 观 说 明 是 允许 的 ， 在 教学 中 ， 甚 至 是 非常 希望 的 。 


上 述 最 后 一 个 带 引 号 的 术语 可 定义 如 下 : 抛物 线 是 下 述 点 的 轨迹 ， 这 个 点 
距离 一 定点 和 一 定 直线 的 距离 相等 。 该 定点 称 为 抛物 线 的 焦点 ， 而 该 定 直线 称 
为 抛物 线 的 准 线 。 不 言 而 喻 ， 所 有 上 面 所 考虑 的 元 素 是 在 一 确定 平面 中 并 且 上 
述 定 点 ( 焦点 ) 不 在 定 直 线 ( 准 线 ) 上 。 


我 们 假定 读者 并 不 知道 所 定义 的 术语 : 抛物 线 ， 抛 物 线 的 焦点 ， 抛 物 线 的 
准 线 。 但 我 们 假定 读者 知道 所 有 其 他 各 个 术语 的 意义 ， 如 点 ， 直 线 ， 平 面 ， 点 
与 男 一 点 间 的 距离 ， 确 定 的 轨迹 等 等 。 


(72) 字典 中 的 定义 从 表面 上 看 来 ， 和 数学 定义 并 无 多 大 区 别 ， 但 他 们 是 以 
不 同 的 则 意 写 的 。 


字典 的 作者 关心 各 个 字 当 前 流行 的 含义 。 当 然 ， 他 接受 这 流行 的 意义 并 以 
定义 的 形式 尽 可 能 简洁 地 加 以 陈述 。 


可 是 数学 家 却 不 关心 他 的 专业 术语 有 什么 流行 的 意义 ， 至 少 他 主要 不 关心 
这 点 。“ 圆 ”或 “抛物 线 ” 或 其 他 这 类 专业 术语 在 日 常 说 话 中 可 能 表示 什么 ， 
也 可 能 不 表示 什么 ， 这 与 他 无 关 。 数 学 定义 产生 数学 上 的 意义 。 


(3) 例子 。 己 知 抛物 线 的 焦点 和 准 线 和 一 直线 ， 求 作 此 热 物 线 与 已 知 直 线 
的 交点 。 


我 们 解决 任何 问题 的 方法 必定 由 我 们 知识 的 状况 所 决定 。 所 以 ， 目 前 这 个 
问题 的 解决 方法 主要 取决 于 我 们 对 抛物 线性 质 的 熟悉 程度 。 如 果 我 们 对 抛物 线 
知道 得 不 少 ， 那 么 我 们 可 以 尝试 去 利用 我 们 的 知识 ， 从 这 些 知 识 中 汲取 有 益 的 
东西 : 你 知道 一 个 能 被 利用 的 定理 吗 ? 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ! 如 果 我 们 
对 抛物 线 、 焦 点 、 准 线 所 知 甚 少 ， 那 么 这 些 术 语 不 免 令 人 望 而 生 且 ， 我 们 自然 
想 摆脱 它们 。 怎 样 摆脱 它们 呢 ? 请 听 下 面 教师 与 学 生 关 于 这 个 问题 的 一 段 对 话 。 
他 们 选取 了 适当 的 记号 : ?为 任何 未 知 交 点 ，F 为 焦点 ，1 为 准 线 ，( 为 与 抛物 线 
相交 的 直线 。 


“那么 ， 未 知 是 什么 ? ” 
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“已 知 是 什么 ? ” 

“直线 (与 1， 与 点 f 。” 

“条 件 是 什么 !” 

“是 直线 C 和 抛物 线 的 交点 ， 抛 物 线 的 准 线 为 | ， 焦 点 为 F 。” 

“对 。 我 知道 你 对 抛物 线 了 解 不 多 。 但 我 想 你 能 够 说 出 抛物 线 是 什么 ? ” 

“抛物 线 是 与 焦点 和 准 线 距离 相等 的 点 的 轨迹 。” 

“对 。 这 定义 你 记得 很 对 。 那 很 好 ， 但 我 们 还 必须 利用 它 ， 回 到 定义 去 。 
根据 抛物 线 的 定义 ， 关 于 点 ?你 有 什么 可 说 的 吗 '” 

“在 抛物 线 上 。 因 此 ，p 与 4 和 F 的 距离 相等 。” 

“好 ， 男 张 岁 。” 


学 生 在 图 17 上 引入 线 PF 与 8， 后 者 是 P 点 向 (所 作 垂 线 。 


“现在 ， 你 能 重新 叙述 这 个 问题 吗 ? ” 

“利用 刚才 引入 的 线 ， 你 能 重新 叙述 这 个 问题 的 条 件 吗 ? ” 

“P 是 在 线 c 上 使 PF=PQ 的 点 。” 

“好 ， 请 用 文字 说 明 : PQ 是 什么 '” 

“到 4 的 垂直 距离 。” 

“好 ,现在 你 能 重新 叙述 这 个 问题 吗 ? 请 用 明确 而 又 简洁 的 句子 加 以 叙述 。” 
“在 已 知 直线 c 上 作 点 p， 使 它 和 已 知 点 f 及 已 知 直线 (等 距离 。” 


“看 看 从 原来 的 说 法 到 你 现在 的 说 法 之 间 有 多 大 进步 吧 ! 对 这 问题 ， 原 来 
的 说 法 充满 了 不 熟悉 的 专业 术语 ， 抛 物 线 呀 ， 焦 点 呀 ， 准 线 呀 ， 听 起 来 未 免 有 
点 装 腔 作 势 和 趾 高 气 扬 ， 而 现在 一 点 儿 也 没有 那些 不 熟悉 的 专业 术语 了 ;， 你 已 
经 使 这 个 问题 简练 了 。 干 得 好 ! ” 


(4) 消去 专业 术语 。 上 面 例子 的 工作 结果 就 是 消去 了 专业 术语 。 我 们 从 一 
个 包含 某 些 专业 术语 ( 抛物 线 、 焦 点 、 准 线 | 的 问题 的 陈述 开始 ， 而 最 终 找到 了 
没有 这 些 术语 的 陈述 。 


为 了 消去 一 个 专业 术语 ， 我 们 必须 知道 这 个 专业 术语 的 定义 ， 但 仅 知 其 定 
义 还 不 够 ， 我 们 还 必须 利用 定义 。 在 上 例 中 ， 只 记得 抛物 线 的 定义 是 不 够 的 。 
决定 性 的 一 步 是 在 图 中 引入 直线 PF 和 PQ， 根 据 抛物 线 的 定义 这 二 者 是 相等 的 。 
这 过 程 是 典型 的 。 我 们 在 问题 的 概念 中 引入 适当 的 元 素 。 我 们 在 定义 的 基础 上 
建立 所 引入 的 元 素 之 间 的 关系 。 如 果 这 些 关 系 完全 表达 了 术语 的 含义 ， 则 我 们 


就 已 经 利用 了 定义 。 利 用 了 定义 ， 我 们 同时 也 就 消去 了 专业 术语 。 
刚才 所 叙述 的 过 程 可 称 为 : 回 到 定义 去 。 


用 回 到 一 个 专业 术语 定义 的 办 法 ， 我 们 除去 了 这 个 术语 ， 而 代 之 以 新 元 素 
和 新 关系 。 这 在 我 们 的 问题 的 概念 中 所 产生 的 变化 可 能 很 重要 。 无 论 如 何 ， 对 
问题 的 茶 种 重新 叙述 ，“ 问 题 的 茶 种 变化 ”是 与 结果 密切 相关 的 。 


(5) 定义 与 已 知 定理 。 如 果 我 们 知道 “抛物 线 ” 这 个 名 词 并 且 关 于 其 曲线 
形状 具有 某 些 模糊 概念 ， 但 此 外 别 无 所 知 ， 那 么 我 们 的 知识 显然 不 足以 解决 作 
为 例子 的 这 个 问题 或 其 他 有 关 抛 物 线 的 重要 几何 问题 。 为 此 目的 ， 我 们 需 有 哪 


类 知识 呢 ? 


我 们 可 以 认为 几何 这 门 学 科 是 由 公理 、 定 义 与 定理 所 组 成 。 在 公理 中 ， 并 
未 提 及 抛物 线 ， 公 理 只 处 理 点 、 直 线 等 这 类 原始 术语 。 有 关 抛 物 线 的 几何 论证 
和 任何 涉及 抛物 线 的 问题 的 求解 都 必须 利用 关于 抛物 线 的 定义 或 定理 。 为 了 解 
决 这 样 的 问题 ， 我 们 全 少 必 须 了 解 其 定义 ， 当 然 如 采 还 知道 茶 些 定理 则 更 好 。 


显然 ， 我们 关于 抛物 线 所 说 的 一 番 话 ， 对 于 任何 派生 概念 都 同样 成 立 。 当 
我 们 开始 解决 一 个 涉及 这 种 派生 概念 的 问题 时 ， 我 们 还 不 知道 在 定义 或 条 些 有 
关 它 的 定理 中 ， 我 们 选用 哪 一 个 比较 好 一 些 ， 但 有 一 点 是 肯定 的 ， 我 们 必须 选 
其 中 一 个 。 


然而 在 有 些 情况 下 , 我 们 并 没有 选择 的 余地 。 如果 我 们 只 知道 概念 的 定义 ， 
别 无 其 他 ， 我 们 就 只 好 被 迫 采 用 这 定义 。 如 果 我 们 所 知 并 不 比 定义 为 多 ， 我 们 
最 好 的 机 会 可 能 是 : 回 到 定义 去 。 但 是 ， 如 果 我 们 知道 有 关 概念 的 许多 定理 
并 且 已 有 许多 使 用 这 些 定理 的 经 验 ， 那 么 我 们 就 有 机 会 找到 一 个 涉及 上 述 概念 
合适 的 定理 。 


> 


(6) 几 个 定义 。 球 通常 定义 为 : 与 一 定点 保持 定 距 离 的 点 的 轨迹 ( 现在 所 说 
的 是 空间 的 点 , 不 限于 平面 ) 。 但 球 也 可 定义 为 : 一 圆 绕 和 直径 旋转 所 描 男 的 表面 。 
我 们 还 知道 另外 一 些 关 于 球 的 定义 ， 可 能 还 有 许多 其 他 的 定义 。 


当 我 们 必须 求解 含有 派生 概念 { 如 “ 球 ”，“ 热 物 线 ”) 的 问题 ， 并 且 当 我 
们 希望 回 到 它 的 定义 去 的 时 候 ， 我 们 可 能 需要 就 各 种 定义 进行 选择 。 在 这 种 情 
况 下 ， 选 择 适 合 情 况 的 定义 至 关 紧 要 。 


在 阿 基 米 德 时 代 ， 求 出 球面 积 是 个 伟大 而 艰巨 的 任务 。 阿 基 米 德 曾 经 就 我 
们 刚才 所 引述 的 两 种 球 的 定义 进行 选择 。 他 宁愿 把 球 看 成 由 一 个 圆 环 绕 一 个 固 
定 直 径 旋 转 而 成 。 他 在 圆 内 内 接 一 正 多 边 形 ， 边 数 为 偶数 ， 多 边 形 的 固定 直径 
连接 相对 的 顶点 。 此 多 边 形 近似 于 圆 ， 且 与 圆 一 起 旋转 ， 产 生 了 一 个 凹面， 其 
两 端 为 两 个 锥 体 ， 顶 点 在 固定 直 答 的 两 端 ， 中 间 是 耕 干 个 圆 台 。 此 复合 表面 近 
似 于 球 ， 阿 基 米 德 就 用 它 来 计算 球面 积 。 但 如 果 我 们 把 球 看 成 距离 中 心 距离 相 
等 的 点 的 轨迹 ， 那 么 对 于 球面 就 提 不 出 如 此 简单 的 近似 。 


(7) 在 考虑 论证 时 ， 回 到 定义 去 固然 重要 ， 但 在 检验 论证 时 ， 这 点 也 很 重 


要 


有 的 人 提出 了 自称 为 阿 基 米 德 球面 问题 的 新 解答 。 如 果 他 对 球 仅 有 模糊 的 
概念 ， 则 他 的 解 不 会 有 任何 高 明之 处 。 如 果 他 对 球 的 概念 是 清楚 的 ， 但 却 不 会 
在 论证 中 使 用 它 ， 那 么 我 就 无 法 知道 他 究竟 有 没有 什么 概念 ， 从 而 他 的 论证 也 
不 会 是 高 明 的 。 所 以 ， 我 在 倾听 别人 论证 的 时 候 ， 我 总 期 竺 在 某 一 时 刻 他 将 说 
出 某 些 关 于 球 的 实质 性 内 容 ， 用 到 球 的 定义 或 者 某 个 关于 球 的 定理 。 如 果 等 来 
等 去 总 等 不 到 这 样 一 个 时 刻 ， 那 么 他 的 解答 一 定 不 行 。 


我 们 不 仅 应 当 检 验 别人 的 论证 ， 而 且 当 然 也 应 当 用 同样 的 方式 检验 我 们 目 
己 的 论证 ,你 是 否 已 经 考虑 了 问题 中 所 包含 的 所 有 基本 概念 ? 你 是 怎样 利用 这 个 
概念 的 ? 你 是 否 利用 过 它 的 意义 ， 它 的 定义 ? 你 是 否 利用 了 它 的 基本 事实 ， 有 关 
它 的 已 知 定理 
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巴 斯 卡 也 曾 强 调 过 “ 回 到 定义 去 ”在 检查 论证 的 有 效 性 方面 的 重要 性 。 他 
叙述 过 这 样 一 条 规则 : “在 心里 用 定义 的 事实 代替 被 定义 的 术语 。” 哈 达 马 得 
曾 强调 : “ 回 到 定义 去 ”在 想 出 论证 方面 也 是 重要 的 。 


(8) 回 到 定义 去 是 一 项 重要 的 智力 活动 。 如 果 我 们 希望 了 解 为 什么 字 的 定 
义 如 此 重要 ， 那 么 我 们 应 当 首 先 认 识 到 ， 字 是 重要 的 。 如 果 不 用 字 ， 不 用 符号 
或 某 种 记号 ， 我 们 几乎 不 能 思维 。 所 以 ， 字 和 符号 是 有 威力 的 。 原 始 民族 信仰 
字 和 符号 具有 魔力 。 我 们 可 以 理解 这 种 信仰 ， 但 却 不 可 苟同 。 我 们 应 当知 道 : 
字 的 威力 不 在 于 它 的 声音 ， 也 不 在 于 说 话 者 送出 的 一 阵 气 县 ， 即 “热气 ”， 而 
在 于 字 给 我 们 提示 的 概念 以 及 这 些 概 念 最 终 所 依据 的 事实 。 


因此 ， 寻 求 字 面 背 后 的 意义 和 事实 是 一 种 健全 的 倾向 。 对 于 回 到 定义 去 ， 
数学 家 寻求 的 是 : 掌握 那些 在 专业 术语 后 面 数学 对 象 间 的 实际 关系 ;物理 学 家 
寻求 的 是 : 专业 术语 后 面 的 明确 实验 ;而 具有 某 种 常识 的 普通 人 则 希望 找 出 铁 
的 事实 而 不 仅仅 为 字面 所 电 弄 。 


17. 第 卡尔 

笛 卡 尔 是 大 数学 家 与 大 哲学 家 。 他 计划 给 出 一 个 解 题 的 普通 方法 ， 但 是 他 
仅 留 下 他 的 未 完成 遗 作 : “思维 指导 法 则 ”。 在 他 死 后 从 他 的 手稿 中 所 发 现 并 
印刷 出 版 的 这 篇 论文 的 片断 比 他 那 篇 更 为 人 所 知 的 文章 : “方法 论 ” 包 含有 更 
多 的 也 更 有 趣 的 有 关 解 题 的 材料 ， 虽 然 “ 方 法 论 ” 比 “法 则 ”的 写作 日 期 还 要 
晚 。 看 来 ， 笛 卡尔 下 面 这 段 话 叙述 了 写 “ 法 则 ”的 动机 “ 当 我 年 青 的 时 候 ， 
我 听见 有 关 天 才 的 发 明 ， 甚 至 在 我 还 没有 读 过 作者 的 著作 以 前 我 就 尝试 自己 去 
发 明 它 们 。 这 么 做 ， 我 发 觉 我 在 某 种 程度 上 利用 了 某 些 规则 。 


18. 决心 ， 和 希望 ， 成 功 

认为 解 题 纯粹 是 一 种 智能 活动 是 错误 的 ， 决 心 与 情绪 所 起 的 作用 很 重要 。 
半 心 半音 和 懒 洋洋 地 同意 做 一 点 事情 ， 对 于 在 教室 中 做 代 公式 题 可 能 是 够 了 。 
但 是 ， 去 求解 一 个 严肃 的 科学 问题 需要 坚强 的 意志 才能 成 年 累 月 地 含 辛 好 百 和 
百折不挠 。 


(1) 决心 随 大 希望 与 失望 , 称心 与 挫折 而 波动 摇摆 。 当 我 们 认为 解答 就 在 眼 
前 时 ， 决 心 很 容易 维持 ， 当 我 们 陷入 困境 ， 无 计 可 施 时 ， 决 心 很 难保 持 下 去 。 
当 我 们 的 推测 成 为 现实 时 ， 我 们 欢欣 或 舞 。 当 我 们 以 某 种 信心 所 遵循 的 道路 突 
然 受阻 时 ， 我 们 又 不 免 垂 头 丧 气 ， 我 们 的 决心 也 随 之 动摇 了 。 


“你 能 无 望 而 受 命 ， 百 折 而 不 挠 。” 这 才 称 得 上 意志 坚强 ， 受 人 尊敬 和 信 
受 职责 ， 才 是 一 个 具有 银 高 目标 的 高 尚 的 人 ， 然 而 这 类 诀 心 对 于 科学 家 则 大 可 
不 必 ， 科 学 家 应 当 抱 有 某 些 希望 才 开始 工作 ， 并 且 应 当 有 某 种 成 功 才 继续 干 下 
去 。 在 科学 工作 中 ， 决 心 的 大 小 必须 灵活 地 根据 前 景 而 定 。 除 非 你 对 一 个 问题 
有 某 些 兴趣 ， 你 才 去 着 手 解答 它 ， 如 果 这 问题 看 来 有 指导 意义 ， 那 么 你 就 定 下 
心 来 认真 地 去 作 ; 如 果 它 很 有 搞 涉 ， 你 就 全 力 以 赴 。 一 旦 你 目标 已 是， 你 就 要 
负 而 不 舍 , 但 你 的 日 标 对 你 目 己 来 说 不 可 过 高 。 你 不 要 轻视 微小 的 成 功 ， 相反， 
你 要 退 求 它们 : 如 果 你 不 能 解决 所 提问 题 ， 首 先 笃 试 解决 茶 个 有 关 的 问题 。 


(2) 当 一 个 学 生 的 错误 实在 很 大 或 者 迟钝 得 令 人 恼火 时 , 原因 几乎 总 是 相同 
的 他 根本 不 想 解 题 ， 甚 至 不 愿 正确 理解 这 个 问题 ， 所 以 他 对 问题 并 未 理解 。 
因此 ， 几 是 真心 希望 帮助 学 生 的 教师 首先 应 当 挑 起 学 生 的 好 奇 心 ， 给 他 某 种 解 
题 的 愿望 。 同 时 教师 也 应 当 给 学 生 一 一 些 时 间 ， 使 他 下 定 决心 ， 定 下 心 来 做 他 
的 功 谍 。 

教学 生 解 题 是 意志 的 教育 。 当 学 生 求 解 那些 对 他 来 说 并 不 太 容 易 的 题目 
时 ， 他 学 会 了 败 而 不 馆 ， 学 会 了 赞赏 微小 的 进展 ， 学 会 了 等 竺 主要 的 念头 ， 学 
会 了 当主 要 念头 出 现 后 全 力 以 赴 。 如 果 学 生 在 学 校 里 没有 机 会 答 尽 为 求解 而 奋 
斗 的 喜 盘 束 乐 ， 那 么 他 的 数学 教育 就 在 最 重要 的 地 方 失败 了 。 


149 .诊断 

这 里 ， 诊 断 用 作 一 个 教育 方面 的 专业 术语 ， 其 含义 是 : “对 学 生 的 工作 进 
行 更 细致 的 鉴定 。” 分 数 虽 然 对 学 生 也 是 一 种 鉴定 ， 但 多 少 有 些 粗糙 。 希 望 改 
进 学 生 工作 的 教师 需要 对 好 的 地 方 和 坏 的 地 方 作 更 细致 的 鉴定 ， 就 象 一 个 希望 
改进 病人 健康 状况 的 医生 需要 诊断 一 样 。 


这 里 我 们 特别 关心 学 生 解 题 的 效率 。 我 们 如 何 鉴定 它 呢 ? 我 们 可 以 利用 解 
题 四 阶段 间 的 差异 。 事 实 上 ， 学 生 在 不 同 阶段 的 行为 是 很 有 特点 的 。 


由 于 思想 不 集中 而 造成 的 对 问题 了 解 不 完整 大 概 是 解 题 中 最 为 常见 的 毛 
病 。 人 至 于 在 制定 一 个 计划 并 得 到 求解 的 一 个 总 的 概念 这 一 阶段 中 ， 常 见 的 是 两 
种 截然 不 同 的 毛病 。 有 的 学 生 没有 任何 计划 或 总 的 概念 ， 就 急 急忙 忙 地 选 人 具 
体 计 算 和 作 图 ; 另外 一 些 学 生 则 笨 头 采 脑 地 干 等 着 茶 个 念头 的 降临 ， 而 不 会 做 
任何 事情 去 加 速 其 来 到 。 在 实现 计划 阶段 ， 最 常见 的 毛病 是 粗 棱 大 叶 ， 不 耐心 
检查 每 一 步 。 根 本 不 检查 结果 是 屡见不鲜 的 ， 学 生 乐 意 得 到 一 个 答案 ， 丢 下 笔 
结束 ， 对 于 最 靠不住 的 答案 他 们 也 满不在乎 。 


对 这 类 毛病 作出 细心 的 诊断 以 后 ， 教 师 有 茶 种 可 能 来 医治 它 ， 办 法 是 同学 
生 不 断 提 出 表 中 所 列 的 某 些 问 题 。 


20 .你 是 否 利 用 了 所 有 的 已 知 数 ? 

由 于 我 们 的 知识 是 逐步 增加 的 ， 我 们 对 问题 的 概念 在 结束 时 要 比 开 始 时 丰 
宇 得 多 ( 参见 “进展 与 成 就 ”一 市 第 l 点 | 。 但 现在 它 怎 么 样 了 ?我们 已 经 得 到 所 
需要 的 了 吗 ! 我 们 的 概念 足够 吗 ? 你 是 否 利 用 了 所 有 的 已 知 数 ? 你 是 个 利用 了 整 
个 条 件 对 于 求证 题 ， 相 应 的 问题 是 : 你 是 否 利 用 了 全 部 前 提 ; 


(1) 作为 说 明 ， 让 我 们 回 到 第 8 市 ( 接 下 来 是 第 10，12 ，14 ，15 节 ) 中 所 讲 的 
“长 方形 问题 ”。 有 可 能 出 现下 述 情况 : 学 生 想 到 了 怎样 计算 一 个 平面 的 对 角 
线 ，Va +b”， 然 后 他 停滞 不 前 了 。 教 师 可 以 帮助 他 而 提问 : 你 利用 了 所 有 的 
已 知 数 吗 ? 这 时 学 生 差不多 总 会 看 出 : 表达 式 Va” +b”。 中 未 包含 第 三 个 数据 c 。 
因此 , 他 应 当 试 试 让 c 出 现 。 这 样 一 来 , 他 很 有 可 能 发 现 那个 关键 的 直角 三 角形 ， 
其 二 边 为 Va +b”， 和 (而 其 斜 边 就 是 所 求 的 长 方 体 的 对 角 线 ( 见 “ 辅 助 元 素 ” 
一 节 第 (3) 点 ， 那 里 有 另 一 个 说 明 ) 。 


我 们 这 里 所 讨论 的 问题 非常 重要 。 它 们 在 寻找 一 个 解答 时 的 用 处 在 前 例 中 
已 很 清楚 。 它 们 可 能 帮助 我 们 找 出 对 问题 的 概念 中 的 弱点 。 它 们 可 能 指出 一 个 
被 遗漏 的 元 素 。 当 我 们 知道 有 某 个 元 素 仍 被 遗漏 时 , 我 们 自然 会 设法 让 它 出 现 。 
这 样 ， 我 们 就 有 了 线索 ， 就 有 了 明确 的 探索 途径 ， 就 有 了 好 机 会 去 找到 关键 的 
思路 。 


(2) 所 讨论 的 问题 不 仅 对 构造 一 个 论证 有 帮助 ， 而 且 对 检验 它 也 有 帮助 。 
为 了 更 具体 些 ， 我 们 需要 检验 一 个 定理 的 证 明 ， 其 前 提包 含 三 部 分 ， 所 有 这 三 
部 分 对 于 定理 的 成 立 都 是 必要 的 。 这 就 是 说 ， 如 果 售 去 前 提 的 任何 部 分 ， 定 理 
将 不 成 立 。 因 此 ， 如 果 证 明 时 ， 忽 视 了 利用 前 提 的 任 一 部 分 ， 则 证 明 必 有 错误 。 
此 证 明 利 用 了 全 部 前 提 吗 ? 它 利用 了 前 提 的 第 一 部 分 吗 ; 哪儿 用 了 前 提 的 第 一 部 
分 ;哪儿 用 了 第 二 部 分 ;哪儿 用 了 第 三 部 分 ? 回答 所 有 这 三 个 问题 ,我 们 束 检 验 了 
证 明 。 


这 类 检验 是 有 效 的 ， 富 于 启发 的 ， 并 且 当 论证 宛 长 而 复杂 时 ， 为 了 彻底 理 
解 它 儿 乎 是 必 不 可 少 的 ( 见 “ 联 明 的 读者 ”一 节 ) 。 


(3) 我 们 所 讨论 的 问题 以 审查 我 们 对 问题 的 概念 的 完整 性 为 目的 。 如 果 我 
们 没有 把 任何 主要 的 数据 ， 或 条 件 ， 或 前 提 考 虑 进去 ， 那 么 我 们 的 概念 肯定 不 
会 完整 。 但 如 果 我 们 不 体会 某 个 主要 术语 的 意义 ， 则 我 们 的 概念 也 不 完整 。 因 
此 ， 为 了 检查 我 们 的 概念 ， 也 应 该 提问 : 你 已 考虑 了 问题 中 所 包含 的 所 有 必要 
的 概念 吗 !( 见 “ 定 义 ” 一 节 第 ( 7) 点 ) 。 


( 4) 不过， 对 上 述说 明 需 加 小 心 并 加 以 茶 些 限制 。 实 际 上 ， 它 们 只 能 直接 
用 于 “陈述 完善 的 ”而 且 “ 合 理 的 ”问题 。 


一 个 陈述 完善 的 而 且 合 理 的 “求解 题 ”必须 具有 所 有 必需 的 已 知 数 ， 而 没 
有 任何 多 余 的 已 知 数 ， 并 且 它 的 条 件 必须 恰好 充分 ， 既 不 矛盾 ， 也 不 多 余 。 在 
解决 这 样 一 个 问题 时 ， 我 们 当然 必须 利用 所 有 的 已 知 数 和 整个 条 件 。 


求证 题 的 对 象 是 数学 定理 。 如 果 问 题 是 陈述 完善 的 并 且 是 合理 的 ， 那 么 定 
理 前 提 中 的 每 一 句 对 于 结论 都 是 必要 的 。 证 明 这 样 一 个 定理 时 ， 我 们 当然 必须 
利用 前 提 中 的 每 一 句 话 。 


在 传统 的 教科 书 中 所 提 的 数学 问题 被 假定 是 陈述 完善 的 ， 合 理 的 。 但 我 们 
不 应 该 过 分 信赖 这 点 ， 即 使 有 最 微小 的 怀疑 ， 我 们 也 应 该 问 : “满足 这 条 件 可 
能 吗 ”试图 回答 这 个 问题 ， 或 者 其 他 类 似 问题 ， 我 们 可 以 至 少 在 某 种 程度 上 相 
信 我 们 的 问题 提 得 正确 ， 正 如 所 假设 的 那样 。 


只 有 当 我 们 知道 我 们 面前 的 问题 的 陈述 是 完善 的 ， 合 理 的 ， 或 者 我 们 人 至少 
没有 理由 作 相 反 的 猜测 时 ， 我 们 才能 原原本本 地 提问 本 节 所 提 到 的 问题 以 及 与 
之 有 关 的 问题 。 


(5) 有 些 非 数学 问题 在 茶 种 意义 上 也 是 “陈述 完善 的 ”， 人 例如， 精彩 的 棋 
局 假定 只 有 一 个 解 并 且 在 棋盘 上 没有 多 余 的 棋子 ， 等 等 。 


但 “实际 问题 ”通常 远 非 “ 陈 述 完善 的 ”， 从 而 需要 对 本 市 所 提 的 问题 认 
真 地 重 狐 予以 考虑 。 


21 .你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 

我 们 几乎 不 能 想象 有 一 个 问题 是 绝对 的 新 对 ， 和 我 们 以 前 解决 过 的 任何 问 
题 都 不 相似 ， 都 无 关系 ; 但 看 居然 有 这 样 一 个 问题 存在 ， 它 将 是 不 可 解 的 。 事 
实 上 ， 当 解决 问题 时 ， 我 们 总 利用 以 前 解决 的 问题 ， 用 其 结果 或 用 其 方法 ， 或 
利用 解决 它们 时 所 得 到 的 经 验 。 当 然 我 们 所 利用 的 这 些 问 题 必须 在 菜 一 方面 与 
我 们 当前 的 问题 有 关 。 所 以 ,我们 提 这 个 问题 : 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 


想 出 一 个 与 我 们 当前 问题 多 少 有 关 的 已 解决 的 问题 , 通常 并 不 困难 。 相 反 ， 
我 们 可 能 发 现 这 样 的 问题 太 多 了 ， 从 中 选 出 一 个 有 用 的 问题 反倒 可 能 有 困难 。 
我 们 必须 找 出 联系 密切 的 问题 : 我 们 看 着 未 知 数 ， 或 者 我 们 寻找 一 个 早已 解决 
的 问题 ， 这 个 问题 与 我 们 当前 的 问题 通过 “普遍 化 ”，“ 特 殊 化 ”或 “类 比 ” 
而 发 生 联系 。 


我 们 这 里 所 讨论 的 问题 的 目的 是 把 以 前 所 获得 的 知识 调动 起 来 ( 见 “ 进 展 
与 成 束 ” 一 市 第 ! 点 ) 。 我 们 数学 知识 的 一 个 主要 部 分 是 以 过 去 证 明 过 的 定理 形 
式 存储 在 我 们 大 脑 中 的 。 所 以 有 下 列 问 题 ， 你 知道 一 个 可 能 用 得 上 的 定理 吗 
当 我 们 的 问题 是 一 个 “求证 题 ”( 即 必须 证 明 或 推翻 一 个 提出 的 定理 ) 时 ， 上 述 
问题 可 能 特别 合适 。 


22， 面 张 图 
参见 图 形 一 节 。 引 入 适当 的 符号 ， 见 “符号 ”一 节 。 


23 ， 检 验 你 的 猜测 

你 的 猜测 可 能 是 对 的 ， 但 是 把 一 个 逼真 的 猜测 当 作 已 被 证 明 的 其 理 来 看 符 
却 是 患 夸 的 { 原始 人 常 这 样 ) 。 你 的 猜测 也 可 能 是 错 的 ， 但 是 把 一 个 逼真 的 猜测 
完全 弃 之 不 顾 也 同样 是 思春 的 ( 书 采 子 有 时 如 此 ) 。 菜 类 猜测 是 值得 我 们 加 以 研 


完 并 认真 对 待 的， 例如 下 列 猜 测 : 即 那些 在 我 们 仔细 考虑 并 真正 理解 了 我 们 所 
确实 感 兴趣 的 问题 之 后 而 提出 的 猜测 。 虽 然 这 样 的 猜测 往往 很 少 表明 全 部 真理 
但 却 至 少 包含 一 部 分 真理 。 如 果 我 们 适当 地 研究 这 样 一 种 猜测 ， 我 们 就 有 可 能 
提炼 出 整个 真理 。 


-> 


在 许多 情况 下 ， 猜 测 最 后 被 证 明 是 错误 的 ， 但 它们 在 诱导 出 一 个 更 好 的 猜 
测 方面 仍然 是 有 用 的 。 


除非 我 们 没有 鉴别 能 力 ， 否 则 任何 念头 都 不 会 真正 地 坏 。 如 果 我 们 根本 就 
没有 念头 ， 那 才 真 正 糟 料 。 


(1) 别 这 样 。 这 里 是 一 个 有 关 约 输 。 琉 斯 先生 的 典型 故事 。 琼斯 先生 在 一 家 
公司 里 工作 。 他 曾经 希望 能 长 点 工资 。 但 他 的 希望 ( 就 象 希望 常常 那样 地 ) 落空 
了 。 他 的 某 些 同事 的 工资 增加 了 ， 而 他 的 工资 依然 照旧 。 斑 斯 先生 对 此 不 能 
动 于 庙 。 他 烦恼 不 已 ， 并 且 最 后 他 猜疑 布 鲁 恩 董事 应 对 他 的 不 提升 一 事 负 责 。 


我 们 不 能 页 备 琼斯 先生 产生 这 样 一 个 怀疑 。 确 实 有 某 些 迹 象 是 与 布 鲁 恩 鞋 
事 有 关 。 真 正 的 错误 是 琼斯 先生 在 有 了 那个 怀疑 以 后 ， 对 所 有 相反 的 迹象 视 而 
不 见 了 。 他 因 固执 地 相信 布 鲁 恩 董事 就 是 他 的 敌人 而 庸 人 自 扰 ， 他 的 所 作 所 为 
昌 不 可 及 ， 以 致 他 几乎 使 该 董事 成 为 他 真正 的 敌人 。 


约翰 。 琢 斯 先生 的 毛病 在 于 他 的 行为 和 我 们 大 多 数 人 一 样 。 他 永 不 改变 他 
的 主要 意见 。 他 改变 他 的 次 要 意见 倒 不 少见 ， 并 且 十 分 突然 ;但 他 对 他 目 己 的 
意见 ， 无 论 大 小 ， 从 不 怀疑 ， 并 且 坚 持 到 底 。 他 从 不 怀疑 他 自己 的 意见 ， 不 问 
目 己 这 些 意见 对 不 对 ， 也 从 不 严格 检验 这 些 意 见 一 一 如 果 他 了 解严 格 检 验 意味 
者 什么 的 话 ， 他 将 会 格外 异 恨 严 格 检验 。 


让 我 们 承认 约 贿 。 玉 斯 先生 在 一 定 程度 上 无 可 非议 。 他 很 忙 ， 他 在 公司 里 
和 在 家 里 部 有 任务 ， 他 很 少 有 空 来 怀疑 或 检验 。 充 其 量 ， 他 只 能 检验 他 信念 
的 一 小 部 分 ， 如 果 他 没有 时 间 检 验 上 述 那 个 怀疑 ， 他 为 什么 应 当 检 验 呢 


然而 我 们 仍然 要 奉劝 各 位 ， 英 学 约翰 。 束 斯 先生 。 英 要 让 你 的 怀疑 ， 你 的 
青 测 ， 或 者 你 的 推 想 不 经 检验 而 继续 增长 以 致 根深蒂固。 从 理论 上 说 ， 在 任何 
情况 下 ， 最 好 的 念头 也 会 因 不 批判 地 加 以 接受 而 受 损 ， 因 严格 检验 而 兴盛 


(2) 一 个 数学 例子 。 在 周 长 一 定 的 所 有 四 边 形 中 找 出 面积 最 大 的 一 个 。 


未 知 是 什么 ? 四 边 形 。 
己 知 是 什么 ? 四 边 形 周 长 一 定 。 
条 件 是 什么 ? 所 得 四 边 形 的 面积 应 大 于 任何 周 长 相 同 的 其 他 四 边 形 的 面 


这 个 问题 和 通常 的 初等 几何 问题 很 不 相同 ， 所 以 我 们 上 自然 要 从 猜测 开始 。 


哪 种 四 边 形 可 能 具有 最 大 面积 ? 最 简单 的 猜测 是 什么 ? 我 们 可 能 听见 过 在 


所 有 具有 相同 周 长 的 图 形 中 ， 圆 的 面积 最 大 ， 对 于 这 种 说 法 似乎 可 信 ， 我 们 其 
全 可 以 猜 出 茶 些 理由 。 现 在 ， 哪 种 四 边 形 最 接近 于 圆 ; 从 对 称 性 来 看 ， 哪 一 种 最 
接近 于 国 ? 


正方 形 是 显而易见 的 一 种 猜测 。 如 果 我 们 认真 对 符 这 个 猜 调 ， 我 们 应 当 齐 
清楚 它 意味 着 什么 ? 我 们 应 有 勇气 写 出 : “在 所 有 周 长 一 定 的 四 边 形 中 , 正方 形 
的 面积 最 大 。” 当 我 们 决定 检验 这 个 命题 时 ， 情 况 就 变化 了 。 本 来 我 们 的 问题 
是 个 “求解 题 ”， 在 正式 提出 我 们 的 猜测 以 后 ， 我 们 的 问题 变 成 “求证 题 ” 了 。 
我 们 必须 证 明 或 推翻 已 形成 的 “定理 ”。 


如 果 我 们 不 知道 任何 早已 解决 的 、 和 我 们 当前 问题 相 类 似 的 问题 ， 我 们 可 
能 会 感到 我 们 的 任务 很 棘手 。 如 果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ， 首 先 尝 试 去 解决 
东 个 与 此 有 关 的 问题 。 你 能 解决 问题 的 一 部 分 吗 ! 我 们 可 能 想起 , 如 果 在 四 边 形 
中 ， 正 方形 与 众 不 同 ， 那 么 根据 同一 事实 ， 它 必定 在 长 方形 中 也 与 众 不 同 。 如 
果 我 们 能 证 明 下 述 命题 “在 所 有 周 长 一 定 的 长 方形 中 ， 正 方形 的 面积 最 大 ”， 
那么 我 们 将 解决 我 们 问题 的 一 部 分 。 


这 个 定理 看 起 来 比 前 一 定理 更 好 着 手 ， 当 然 ， 它 较 弱 。 无 论 如 何 ， 我 们 应 
当 弄 清 想 它们 是 什么 意思 ， 我 们 应 当 有 勇气 更 详细 地 去 重新 说 明 它 。 用 代数 语 
言 去 重新 表述 它 一 遍 是 有 好 处 的 。 


邻 边 为 8 与 pb 的 长 方形 面积 是 ahb 。 


与 上 述 长 方形 具有 相同 周 长 的 正方 形 的 一 边 是 和” 。 这 样 ， 正 方形 的 面积 


是 (全 >。 它 应 大 于 长 方形 的 面积 ， 于 是 我 们 有 
(2 六 ab 

这 成 立 吗 这 一 推断 可 写成 其 等 价 形式 

a +2ab+b’>4ab 
这 是 成 立 的 ， 因 为 它 等 价 于 

a 23b+b >0 或 

(a-b) >0 
此 不 等 式 表 定 成 立 ， 除 非 4=b ， 即 被 审核 的 长 方形 是 个 正方 形 。 


我 们 尚未 解决 我 们 的 问题 ， 但 由 于 我 们 敢于 面 对 我 们 颇 为 明显 的 猜测 ， 我 
们 得 到 某 些 进步 。 


(3) 一 个 非 数 学 的 例子 。 在 某 个 组 字 的 字谜 中 ， 要 求 我 们 找 出 有 七 个 字母 
的 字 ， 关 于 这 个 字 的 线索 是 : “Do the walls again，back and forthl 重新 砌 
党 ， 前 与 后 ) 。” 


未 州 是 慎 妆 ?一 个 字 。 
已 如 是 什么 ? 字 长 一 定 ， 七 个 字母 。 


条 件 是 什么 ? 在 这 个 字 的 线索 中 说 明 字 与 砌 墙 的 关系 ， 但 仍 很 含糊 。 


因此 ， 我 们 必须 重新 研究 这 个 字 的 线索 。 当 我 们 这 样 做 时 ， 可 能 会 注意 到 
线索 的 最 后 一 部 分 : “…again，back and forth。” 你 能 解决 问题 的 一 部 分 吗 ? 
这 里 有 个 机 会 去 猜测 字 首 。 由 于 如 此 强调 其 重复 性 ， 这 个 字 很 可 能 是 以 “re” 
开头 的 。 这 是 个 显而易见 的 猜测 。 如 果 我 们 想 相 信 它 ， 我 们 应 当 琢 磨 它 的 含义 。 
要 找 的 字 可 能 是 下 述 模样 


你 能 检验 这 些 结果 吗 ? 如 果 字 谜 的 另外 一 个 池 和 我 们 刚才 所 考虑 的 字 在 第 一 个 
字母 上 交叉 ， 那 么 该 字 以 开头 。 我 们 转 到 该 字 并 检验 R， 这 是 个 好 念头 。 如 果 
我 们 检验 R 获 得 成 功 , 或 者 至 少 没有 发 现任 何 反 对 它 的 理由 , 我 们 就 回 到 我 们 原 
来 的 字 上 。 我 们 再 次 问 : 条 件 是 什么 ? 当 我 们 重新 研究 线索 时 , 我们 可 能 注意 其 
最 后 面 一 部 分 : “…'back and forth”。 它 的 含义 是 否 为 : “我 们 所 要 找 的 这 
个 学 不仅 可 以 由 前 癌 后 读 ， 而 且 也 可 以 由 后 加 前 读 ! ”这 是 一 种 不 那么 明显 的 猜 
测 [ 但 却 有 这 样 的 情况 ， 见 “分 解 与 重新 组 合 ” 一 市 ，( 8)]。 


无 论 如 何 , 让 我 们 正视 这 种 猜测 ; 我 们 来 体会 其 含义 。 字 的 模样 可 能 如 下 : 
RE…ER . 
除 此 以 外 ， 第 三 个 字母 应 和 第 五 个 字母 相同 ， 它 很 可 能 是 个 辅音 ， 而 第 四 个 字 
母 ( 即 中 间 的 字母 ) 是 个 元 音 。 


现在 读者 可 以 很 容易 猜 出 这 个 字 了 。 如 果 还 不 行 , 他 可 以 试 试 所 有 的 元 音 ， 
一 个 接 一 个 地 放 在 字 的 中 心 字母 位 置 上 。 


24. 图 形 

图 形 不 仅 是 几何 问题 的 对 象 ， 而 且 对 于 解答 所 有 各 类 问题 都 有 很 大 的 帮 
助 ， 即 使 初 看 起 来 问题 与 几何 无 关 。 这 样 ， 在 解决 问题 方面 ， 我 们 有 两 种 原因 
要 考虑 图 形 。 


(1) 如 果 问 题 是 个 儿 何 问题 , 我 们 必须 考虑 图 形 。 此 图 形 可 以 存在 于 我 们 的 
想象 之 中 或 是 画 在 纸 上 。 在 某 些 情况 下 ， 可 能 希望 对 这 图 形 只 加 以 想象 而 不 必 
画 出 它 来 。 但 如 果 我 们 需要 逐个 地 审查 各 个 细节 ， 则 希望 画 张 图 。 如 果 细 节 很 
多 ， 我 们 不 能 把 所 有 的 细 市 都 同时 想象 出 来 ， 但 它们 却 可 以 同时 呈现 在 图 上 。 
想象 的 细节 图 形 可 能 会 筷 记 ; 但 画 在 纸 上 的 可 以 保留 ， 当 我 们 再 一 次 看 图 时 ， 
它 可 以 使 我 们 想起 以 前 的 见解 ， 这 可 省 去 不 少 我 们 重新 回忆 以 前 的 各 种 考虑 的 
斥 烦 。 


(2) 现在 我 们 专门 讨论 图 形 在 儿 何 作 图 问题 中 的 应 用 。 在 开始 研究 几何 作 
图 问题 时 ， 可 以 夯 张 含有 未 知 数 和 已 知 数 的 草图 ， 所 有 这 些 元 素 都 按照 问题 条 
件 的 规定 来 配置 。 为 了 清楚 地 理解 问题 ， 我 们 必须 分 别 考 虑 每 一 个 已 知 数 和 每 
一 部 分 条 件 ， 然 后 我 们 把 所 有 各 部 分 重新 统一 起 来 ， 把 条 件 当 作 一 个 整体 来 考 
碟 ， 力 图 同时 看 到 问题 所 需要 的 各 种 联系 。 没 有 一 张 画 在 纸 上 的 图 ， 我 们 几乎 
不 能 处 理 、 分 开 与 重新 组 合 所 有 上 述 细 市 。 


另 一 方面 ， 当 我 们 已 最 终 解 出 问题 以 前 ， 能 不 能 画 出 这 样 一 张 图 仍然 是 个 


疑问 。 问题 所 提出 的 全 部 条 件 是 否 可 能 满足 ? 在 我 们 得 到 确定 的 解答 以 前 , 我 们 
没有 资格 回答 : “是 ”， 虽 然 我 们 开始 时 假定 过 一 张 图 ， 其 中 未 知 数 和 已 知 数 
的 关系 满足 条 件 的 规定 。 在 画图 时 ， 我 们 作出 了 似乎 没有 保证 的 假定 。 


不 , 不 是 这 样 。 并 非 一 定 如 此 。 只 要 我 们 没有 把 可 能 性 与 必然 性 混为一谈 ， 
那么 当 我 们 在 审核 我 们 的 问题 时 考虑 下 述 可 能 性 没有 什么 人 不对， 这 种 可 能 性 就 
是 :存在 某 个 满足 未 知 数 条 件 的 对 象 并 且 它 和 全 部 已 知 数 都 具有 所 需要 的 关系 。 
当 法 官 询问 被 告 时 , 他 考虑 被 告 犯 了 所 谈 到 的 罪行 , 这 种 假定 并 没有 什么 不 对 ， 
只 要 他 并 不 完全 陷入 这 种 假定 就 行 。 如 果 数 学 家 和 法 官 都 等 到 其 审核 取得 茶 种 
肯定 结果 以 后 才 作出 自己 的 判断 。 那 么 他 们 就 可 以 毫 无 仿 见地 对 可 能 性 进行 审 
核 。 


在 研究 作 图 问题 时 ， 假 定 条 件 均 满足 ， 夯 张 草图 ， 再 开始 研究 问题 这 一 方 
法 可 追溯 于 希腊 儿 何 学 家 。 帕 扑 斯 有 一 句 简短 而 有 点 英 测 高 深 的 话说 : “ 设 欲 
为 之 者 如 已 为 之 (Assume What is required to be done as already done)” 
以 下 的 建议 不 那么 简练 但 更 清楚 : “ 夯 张 假想 的 图 ， 图 中 假定 问题 的 所 有 各 个 
部 分 都 满足 条 件 。” 


这 是 针对 儿 何 作 图 问题 所 作 的 建议 ， 但 实际 上 并 不 需要 局 限于 任何 如 此 特 
殊 的 一 类 问题 。 我 们 可 以 把 它 拓 广 到 “求解 题 ”， 并 采用 下 列 一 般 形式 的 陈述 
方式 : “假定 问题 的 条 件 完全 满足 ， 然 后 对 此 假设 情况 加 以 审核 。” 


请 与 “ 帕 扑 斯 ”一 节 的 {6 作 比 较 。 


(3) 我 们 对 实际 画图 中 的 几 点 进行 讨论 。 


(1 我们 画图 应 当 用 仪器 画 得 很 精确 ， 还 是 随手 近似 夯 夯 ? 


两 种 图 形 都 各 有 用 途 。 原 则 上 ， 精 确 的 图 形 在 几何 中 所 起 的 作用 就 象 精确 
测量 在 物理 中 所 起 作用 一 样 ， 但 在 实际 中 ， 精 确 图 形 不 如 精确 测量 重要 ， 因 为 
几何 定理 比 物理 定律 得 到 更 广泛 的 证 实 。 初 学 者 作 图 时 则 应 尽 可 能 精确 ， 以 便 
能 得 良好 的 实验 基础 ， 而 精确 图 形 对 于 更 高 明 的 人 来 说 ， 也 可 能 启发 出 儿 何 定 
理 。 但 是 对 于 论证 来 说 ， 随 手 细心 夯 的 图 形 通 常 已 是 够 了 ， 而 且 这 样 做 要 快 得 
多 。 当 然 ， 这 样 的 图 不 应 当 看 起 来 充 诞 不 经 ， 假 定 线 是 直 的 就 不 应 画 成 弯 弯 曲 
曲 的 ， 圆 不 能 画 成 个 土豆 。 


一 个 不 精确 的 图 形 有 时 可 能 给 出 错误 的 结论 ， 但 这 危险 不 大 ， 而 且 可 以 用 
各 种 方法 加 以 避免 ， 特 别 是 用 变化 图 形 的 方法 。 如 果 我 们 集中 注意 力 于 逻辑 联 
系 ， 并 且 认为 图 形 是 一 种 辅助 工具 ， 决 非 我 们 结论 的 基础 ， 而 真正 的 基础 是 好 
辑 联系 ， 那 就 不 会 有 什么 危险 【这 一 点 可 由 某 些 众所周知 的 迟 论 富有 局 发 性 地 
加 以 说 明 ， 这 些 悖 论 巧妙 地 利用 了 图 形 上 故意 画 得 不 准确 之 处 】。 


(11) 重要 的 是 元 素 必须 按 所 需要 的 关系 来 配置 ， 至 于 按 什么 顺序 来 作 图 倒 
并 不 重要 。 所 以 可 选 最 方便 的 顺序 。 例 如 ， 在 说 明 三 等 分 时 ， 我 们 需要 画 两 个 
角 a 及 B， 使 a=j 8B 。 如 从 任意 一 个 a 开始， 我 们 不 能 用 直 尺 和 圆规 作出 B 。 


因此 ， 你 选择 一 个 颇 小 的 但 却 是 任意 的 B ， 从 任意 的 8 开始, 你 作 a 是 容易 的 。 


(111) 你 的 图 形 不 应 给 出 任何 不 恰当 的 特殊 情况 。 图 形 的 各 部 分 不 应 当 呈 
现 出 问题 所 未 要 求 的 明确 关系 。 除 非 已 有 规定 ， 线 段 不 应 看 起 来 相等 ， 或 者 垂 
直 。 如 果 三 角形 不 是 等 腰 的 或 直角 的 ， 就 不 能 画 得 象 等 腰 三 角形 或 直角 三 角形 。 
三 个 角 为 15”，60”，75” 的 三 角形 ， 在 文字 的 精确 意义 方面 而 言 ， 是 和 等 腰 
三 角形 与 直角 三 角形 的 形状 差别 最 大 的 * 。 如果 你 想 考 虑 一 个 “一 般 的 ”三 角形 ， 
你 可 以 画 这 样 的 三 角形 ， 或 跟 它 差不多 的 三 角形 。 


* ,如 三 角形 的 三 角 为 a，B，Y， 晶 90>a>B>y， 则 在 00。- a,，a. B，B- 
Y 三 个 差 之 中 ， 人 至 少 有 一 个 小 于 15”，, 除非 “a=75”，8B=60”，yY=45”。 事 
实 上 ， 易 证 恒等式 


3(90 0) +20 一 B)+(B 一 Y) _ 15。 
0 
成 立 。 由 此 式 显然 可 推 得 上 述 结论 。 


(1V) 为 了 强调 不 同 线段 的 不 同 地 位 , 你 可 以 使 用 粗 线 或 细 线 , 实 线 或 虚线 ， 
或 者 用 不 同 颜色 的 线 。 如 果 你 尚未 完全 决定 采用 某 一 根 线 作 辅 助 线 的 话 ， 你 就 
轻 一 点 画 它 。 你 可 以 用 红 笔 画 已 知 元 素 ， 而 用 其 他 的 颜色 来 强调 重要 的 部 分 ， 
例如 一 对 相似 的 三 角形 ， 等 等 。 


(V) 为 了 说 明 立 体 几 何 ， 我 们 应 当 用 三 维 立 体 模型 ， 还 是 画 在 纸 上 或 黑板 
上 的 图 形 ? 


立体 模型 好 , 但 不 易 制 作 而 且 售 价 昂贵 。 所 以 , 通常 我 们 只 能 满足 于 画图 ， 
虽然 它们 不 容易 使 人 印象 深刻 。 使 用 目 制 厚 纸板 模型 的 茶 种 试验 是 非常 合乎 初 
学 者 的 需要 的 。 把 我 们 日 常 周围 的 事物 用 来 表达 几何 观念 是 有 帮助 的 。 这 样 ， 
个 匣子 ,一块 癣 砖 ， 或 者 一 个 教室 ， 都 可 以 用 来 说 明 长 方 体 ， 一 根 铅笔 可 以 
用 来 说 明 圆柱 ， 一 个 灯 音 可 以 用 来 说 明正 圆 台 ， 等 等 。 


(4 在 纸 上 男 图 比较 容易 ， 也 容易 识别 ， 容 易 记 忆 。 我 们 特别 熟悉 平面 图 ， 
关于 平面 图 形 的 问题 也 特别 容易 着 手 。 我 们 可 以 利用 这 点 优越 性 : 当 我 们 设法 
找到 那些 非 几何 对 象 的 合适 的 几何 表示 时 ， 我 们 就 可 以 在 处 理 非 几何 对 象 时 利 
用 我 们 处 理 图 形 的 能 


实际 上 ,几何 表示 、 各 种 图 形 和 表格 都 用 于 所 有 的 科学 中 ,不仅 用 于 物理 、 
化 学 以 及 目 然 科 学 ， 而 且 也 用 于 经 济 学， 甚至 用 于 心理 学 。 我 们 应 当 使 用 某 种 
适当 的 几何 表达 方式 ， 力 求 用 图 形 的 语言 来 表达 一 切 事物 ， 把 所 有 各 类 问题 简 
化 为 几何 问题 。 


这 样 ， 即 使 你 的 问题 不 是 儿 何 问题 ， 你 也 可 试 试 去 画 张 图 。 对 于 非 儿 何 问 
题 ， 去 找 出 一 个 清晰 的 几何 表达 方式 ， 可 能 是 走 癌 解答 的 重要 一 步 。 


25 .普遍 化 


授 化 束 是 从 考虑 一 个 对 象 过渡 到 考虑 包含 该 对 象 的 一 个 集合 ; 或 者 从 考 


ls 


谍 一 个 较 小 的 集合 过 渡 到 考虑 一 个 包含 该 较 小 集合 的 更 大 的 集合 。 


(1) 如 果 我 们 碰巧 过 到 下 列 和 数 
1+8+27+64=100 
我 们 可 以 看 出 ， 它 可 表示 成 这 样 的 奇特 的 形式 


1 +2 +3 4 =10° 
现在 ， 我 们 自然 要 问 : 是 否 连续 自然 数 的 立方 和 
| 2 


都 是 一 个 自然 数 的 平方 ?我 们 提出 这 个 问题 , 就 是 把 问题 普遍 化 了 , 这 次 普遍 化 
是 很 凑巧 的 ， 它 从 一 次 观测 到 的 事实 引出 显然 普遍 的 规律 。 在 数学 、 物 理 及 自 
然 科学 中 ， 许 多 结果 是 由 这 种 凑巧 的 普遍 化 而 发 现 的 。 参 见 “归纳 与 数学 归纳 
2 


(2) 在 求解 题 中 ， 普 所 化 可 能 很 有 用 。 我 们 考虑 下 列 立 体 几 何 问题 : “给 
定 一 直线 与 一 正八 面体 的 位 置 。 求 过 已 知 直线 并 二 等 分 已 知 八 面体 体积 的 平 
面 。” 这 个 问题 可 能 看 起 来 很 难 ， 但 事实 上 ， 稍 稍 熟 悉 正 八 面体 的 形状 就 足以 
提出 下 列 更 普 遇 的 问题 : “给 定 一 直线 与 一 个 具有 对 称 中 心 的 立体 的 位 置 。 求 
过 已 知 直线 并 二 等 分 已 知 立 体 体积 的 平面 。” 所 求 的 平面 当然 经 过 立体 的 对 称 
中 心 ， 所 以 这 个 平面 应 由 这 点 与 已 知 直 线 所 硫 定 。 由 于 八 面 体 肥 对 称 中 心 ， 所 
以 我 们 原来 的 问题 也 就 迎刃而解 了 。 


读者 不 会 看 不 到 第 二 个 问题 比 第 一 个 更 普遍 化 ， 但 却 比 第 一 个 容易 得 多 
了 。 事 实 上 ， 我 们 解 第 一 个 问题 的 主要 成 就 是 创 遗 了 第 二 个 问题 。 创 造 第 二 个 
问题 时 , 我们 承认 了 对 称 中 心 的 作用 ; 我 们 把 八 面 体 的 性 质 ( 它 对 目前 这 个 问题 
很 重要 ) : 即 它 有 这 样 一 个 中 心 这 个 性 质 训 析 出 来 了 。 


普遍 的 问题 可 能 更 易 求 解 ， 这 看 来 了 巴 盾 ， 但 前 例 已 说 明确 实 有 这 样 的 情 
况 。 在 解决 特殊 问题 方面 的 主要 成 就 是 创造 出 普 明 化 的 问题 。 在 找 出 普 裔 化 的 
问题 后 ， 剩 下 的 工 必 只 是 一 小 部 分 了 。 因 此 ， 在 我 们 的 例 中 ， 普 遍 化 的 问题 的 
求解 只 是 求解 特殊 问题 工作 量 中 的 一 小 部 分 。 


见 “ 发 明 家 的 矛盾 ”一 节 。 


(3) 一 个 棱 台 的 底 为 正方 形 ， 下 底 边 长 10 英 寸 ， 上 底 边 长 5 英寸 ， 高 为 6 英 
寸 ， 求 它 的 体积 。“ 如 果 将 字母 代替 数字 10，5 ，6 ， 例 如 用 a ，b，h， 这 就 是 把 
问题 普 衣 化 了 ”。 我 们 得 到 一 个 比 原来 更 普遍 化 的 问题 如 下 : “一 个 棱 台 的 确 
为 正方 形 ， 下 底 边 长 为 ， 上 底 边 长 为 bh， 高 为 1， 求 它 的 体积 。” 这 样 的 普遍 化 
可 能 非常 有 用 。 从 “数字 ” 题 过 渡 到 “字母 ” 题 可 以 得 到 一 个 新 程序 ， 我 们 可 
以 变化 已 知 数据 ， 而 这 样 做 ， 我 们 可 以 用 各 种 方法 检验 我 们 的 结果 。 


参见 “你 能 检验 这 结果 吗 ? ”一 市 第 (2) 点 和 “问题 的 变型 ”一 节 第 ( 4) 点 。 


26， 你 以 前 见 过 它 吗 ? 
很 可 能 ， 我 们 以 前 曾经 解决 过 我 们 现在 必须 解决 的 相同 问题 ， 或 者 我 们 以 
前 听 到 过 它 ， 或 者 我 们 有 个 很 类 似 的 问题 。 我 们 不 应 该 放弃 探索 这 些 可 能 性 。 


我 们 试图 回忆 发 生 过 什么 。 你 以 前 见 过 它 吗 ?或 者 你 是 否 见 过 相同 的 问题 而 形式 
稍 有 不 同 ? 即使 回答 是 否定 的 ， 这 类 问题 也 可 能 起 到 开始 调动 有 用 知识 的 作用 。 


作为 本 太 标 题 的 问题 经 常用 于 更 普遍 的 意义 。 为 了 得 到 解答 ， 我 们 必须 从 
我 们 的 记忆 中 汲取 有 关 的 知识 ， 我 们 必须 调动 起 我 们 记忆 中 处 于 休眠 状态 的 知 
识 的 有 关 部 分 (“进展 与 成 就 ”) 。 当 然 我 们 事先 不 知道 哪 部 分 知识 有 用 ， 但 是 
存在 可 能 性 ， 我 们 不 应 放弃 探索 。 这 样 ， 在 求解 某 一 个 别 的 问题 时 ， 曾 经 起 过 
作用 的 特点 在 解决 当前 问题 中 还 可 能 起 作用 。 所 以 ， 当 前 问题 的 任何 特点 ， 如 
果 筷 给 我 们 的 印象 表明 它 可 能 是 重要 的 ， 那 么 我 们 就 应 当 答 试 去 认识 它 。 它 是 
什么 ? 你 熟悉 它 吗 ? 你 以 前 见 过 它 吗 ? 


27 .这 里 有 个 与 你 的 问题 有 关 且 早已 解决 的 问题 

这 是 个 好 消息 ， 有 个 问题 的 解答 是 已 知 的 ， 且 与 我 们 当前 的 问题 有 联系 ， 
这 当然 值得 欢迎 。 如 果 这 联系 是 紧密 的 并 且 解 答 很 简单 ， 那 就 更 受 欢 迎 了 。 很 
有 可 能 ， 这 样 一 个 问题 可 用 来 解决 我 们 当前 的 问题 。 


这 里 所 讨论 的 情况 是 典型 而 重要 的 。 为 了 看 得 更 清楚 ， 我 们 把 它 与 利用 畏 
助 问题 从 而 解决 问题 的 情况 相 比较 。 在 这 两 种 情况 下 ， 我 们 的 目标 都 是 解决 东 
个 问题 A， 但 我 们 却 引 人 并 考虑 号 一 个 问题 8b， 和 希望 它 对 解 题 A 有 利 。 差 别 在 于 对 
8 的 关系 不 同 。 这 里 ， 我 们 是 想到 一 个 老 问 题 8， 我 们 知道 它 的 解 但 不 知道 如 何 
利用 它 。 那 里 ， 我 们 是 创造 了 一 个 新 间 题 8 ， 我 们 知道 ( 至 少 是 强烈 地 猜测 到 | 
如 何 利用 它 , 但 目前 还 不 知道 如 何 解 它 。 我 们 关于 B 的 困难 形成 了 两 种 情况 问 的 
所 有 差别 。 当 我 们 克服 了 这 个 困难 ， 在 这 两 种 情况 下 我 们 可 以 以 同样 的 方式 利 
用 8 ， 可 以 利用 它 的 结果 或 方法 | “辅助 问题 ”一 节 第 (3) 点 中 有 说 明 ] ， 而且 如 
果 我 们 运气 好 ， 可 以 同时 利用 它 的 结果 和 方法 。 在 这 里 所 考虑 的 情况 下 ， 我 们 
对 6 的 求解 很 清楚 , 但 目前 还 不 知道 如 何 加 以 利用 。 因此, 我们 间 : 你 能 利用 它 
吗 ? 你 能 利用 它 的 结果 吗 ? 你 能 利用 它 的 方法 吗 ? 


利用 某 个 早已 解决 的 问题 的 意图 会 影响 我 们 对 当前 问题 的 理解 。 试 图 把 新 
老 两 个 问题 联系 起 来 ， 我 们 就 在 新 问题 中 引入 一 些 元 素 ， 它 们 对 应 于 老 问题 中 
东 坚 重要 元 素 。 例 如 ， 我 们 的 问题 是 确定 外 接 于 已 知 四 面体 的 球 。 这 和 是 个 立体 
几何 问题 。 我 们 可 能 回忆 起 ， 我 们 解 过 平面 几何 的 类 似 问 题 ， 即 作 已 知 三 角形 
的 外 接 圆 。 于 是 ， 我 们 回想 起 ， 在 平面 几何 这 一 老 问题 巾 ， 我 们 曾 使 用 过 三 角 
形 的 边 的 中 垂 线 。 在 我 们 当前 这 个 问题 中 ， 应 当 试 图 引入 某 些 类 比 的 东西 。 这 
样 就 可 能 使 我 们 想到 在 当前 问题 中 引入 四 面体 的 中 垂 面 作 辅 助 元 素 。 有 了 这 个 
念头 ， 仿 照 平面 几何 中 的 类 比 问题 ， 我 们 就 很 容易 得 到 立体 几何 问题 的 解 。 


上 例 是 典型 的 。 考虑 一 个 早已 解决 的 有 关 问 题 , 这 导致 我 们 引入 辅助 元 素 ， 
而 引入 适当 的 辅助 元 素 使 我 们 有 可 能 在 解决 当前 问题 中 充分 利用 有 关 问 题 。 为 
此 ， 当 我 们 思考 如 何 利用 一 个 早已 解决 的 有 关 问 题 对 ， 我 们 问 : “为 了 可 能 利 
用 它 ， 你 是 否 应 该 引入 茶 个 辅助 元 素 ” 


这 里 有 一 个 定理 与 你 的 问题 有 关 且 早已 证 明 过 。 这 是 上 述 讨论 的 变型 ， 在 
第 19 节 将 举例 说 明 。 


28 ， 探 索 法 

它 曾 是 茶 个 学 科 分 文 的 名 称 ， 尚 未 清楚 地 给 予定 义 ， 属 于 逻辑 学 、 哲 学 或 
心理 学 ， 常 常 很 简略 ， 很 少 详细 说 明 ， 而 且 如 今 实 际 上 已 被 态 怀 。 它 的 目的 是 
研究 发 现 和 发 明 的 方法 和 规律 。 在 欧 几 里 得 几何 评论 家 那里 ， 我 们 可 以 找到 这 
类 研究 的 片 言 只 语 ， 在 这 方面 帕 扑 斯 的 一 段 话 尤其 有 趣 。 在 试图 建立 探索 法 体 
系 方 面 最 闭 名 的 是 篆 长 尔 和 莱 布 尼 效 ， 这 两 人 都 是 伟大 的 数学 家 和 哲学 家 。 伯 
纳 德 。 波 和 尔 碍 话 曾 提出 关于 换 索 法 的 车 名 详细 说 明 。 本 书 企图 用 朴素 而 现代 化 
的 形式 来 复兴 探索 法 。 见 “现代 探索 法 ”一 节 。 


作为 形容 词 ，heuristic 的 意思 是 “有 助 于 发 现 的 。” 


29 .探索 式 论证 

探索 式 论 证 不 是 最 终 的 和 严格 的 论证 ， 仅 是 临时 的 和 似乎 为 真 的 ， 其 目的 
是 去 发 现 当 前 问题 的 解 。 我 们 经 常 不 得 不 使 用 探索 式 论 证 。 当 我 们 得 到 完整 的 
解 以 后 ， 我 们 得 到 完全 的 肯定 性 ， 但 在 得 到 这 种 肯定 性 以 前 ， 我 们 经 常 上 只 能 满 
足 于 多 少 有 些 似乎 为 真 的 猜测 。 在 得 到 最 终 论 证 以 前 , 我 们 可 能 需要 临时 论证 。 
当 我 们 构造 严格 的 论证 时 ， 我 们 珊 要 探索 式 论证 就 象 瘟 房 子 需要 脚 手 玉 一 样 。 


参见 “进展 的 标志 ”一 节 。 探 索 法 论证 常 以 归纳 或 类 比 为 基础 ， 参 见 “ 归 
纳 与 数学 归纳 法 ”和 “类 比 ”, (8), (9),， (10)*。 


* :也 可 参见 作者 在 《美国 数学 月 刊 》 第 和 8 卷 4150 一 465 页 上 的 一 篇 文章 。 


探索 法 论证 本 和 喘 是 好 的 ， 但 把 探索 法 论证 和 严格 论证 混为一谈 却 很 不 好 。 
而 更 坏 的 是 把 应 该 严格 证 明之 处 却 用 了 探索 法 论证 。 


有 贱 题 目的 教学 中 ， 特 别 是 对 工程 师 和 物理 学 家 教授 微 积分 时 ， 如 果 对 控 
索 浊 论 证 的 性 质 更 好 地 加 以 理解 ， 对 它 的 局 限 性 和 长 处 坦率 地 加 以 承认 ， 并 且 
如 果 教 科 书 公开 提出 探索 法 论证 ， 那 么 教学 可 以 显 戎 改进 。 得 体 而 直接 了 当地 
提出 探索 法 论证 可 能 是 有 用 的 ; 它 通 利 含 有 严格 论证 的 茶 些 萌芽 ， 从 而 可 能 六 
严格 论证 作 准备 。 但 是 ， 如 果 这 种 论证 提 得 模 模 糊糊 不 那么 理直气壮 ， 那 它 多 
半 是 有 害 无 益 的 。 参 见 “ 为 什么 要 证 明 ? ”一 市 。 


30. 如果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 

如 果 你 不 能 解决 所 提 的 问题 ， 这 时 别 让 失败 太 影响 你 ， 应 在 某 个 较 容易 获 
得 的 成 功 中 去 尝试 寻求 安慰， 尝试 去 首先 解决 采 个 与 此 有 关 的 问题 ， 从 这 里 获 
得 勇气 再 去 研究 原来 的 问题 。 当 原 问题 看 来 不 可 解 ， 你 不 要 态 记 人 类 的 高 明之 
处 就 在 于 会 迁 巡 绕 过 不 能 直接 克服 的 障碍 , 就 在 于 能 想 出 某 个 适当 的 辅助 问题 。 


你 能 不 能 想 出 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 ' 现在 你 应 该 发 明 一 个 有 关 的 问 
题 ， 不 仅仅 是 回忆 起 一 个 。 对 于 后 者 ， 当 我 们 问 :“ 你 如 道 一 个 有 关 的 问题 吗 ? ” 
的 时 候 ， 我 们 已 经 尝试 过 了 。 


在 我 们 的 表 中 ， 以 本 节 标 题 开始 的 那 一 段 的 其 余 问题 都 有 一 个 共同 的 目 
的 ;变化 问题 。 变 化 问题 有 各 种 办 法 ， 如 “普遍 化 ”、“ 特 殊 化 ”、“ 类 比 ” 


以 及 其 他 属于 “分 解 与 重新 组 合 ”的 各 种 办 法 。 


31 ， 归 纳 与 数学 归纳 法 

归纳 法 是 通过 对 特例 进行 观察 与 综合 以 发 现 一 般 规律 的 过 程 。 它 用 于 所 有 
科学 其 至 数学 。 数 学 归纳 法 则 仪 在 数学 中 用 以 证 明 沫 类 定理 。 从 名 称 上 看 ， 二 
者 有 联系 ， 这 点 址 宁 是 不 垃 的 ， 因 为 二 者 在 逻辑 方面 的 联系 极 少 。 不 过 二 者 之 
间 还 有 茶 种 实际 联系 ;我 们 常 把 两 种 方法 一 起 使 用 。 我 们 将 用 同一 个 例子 来 说 
明 这 两 种 方法 。 


(1) 我 们 可 能 碰巧 看 到 
118+27+64=107 
于 是 ， 把 各 个 数 写成 平方 和 立方 ， 我 们 可 以 把 上 述 事实 写成 更 有 趣 的 形式 : 
1 35472343 和 =10 
怎么 会 有 这 样 的 事 发 生 ? 是 否 经 常 有 这 样 的 事 , 即 连续 自然 数 的 立方 和 是 一 个 自 
然 数 的 平方 ? 


我 们 提 的 这 个 问题 很 象 博 物 学 家 所 提 的 。 博 物 学 家 看 到 一 个 奇特 的 植物 或 
者 稀有 的 地 质 层 ， 会 设想 一 个 普遍 的 问题 。 我 们 的 普遍 问题 是 关于 下 列 连 续 自 
然 数 的 立方 和 的 : 


1 +2 43 二 
我 们 是 由 特例 n=4 引 出 这 个 问题 的 。 


对 于 这 个 问题 ， 我 们 能 作 什 么 呢 ? 博物 学 家 将 怎么 办 ? 我 们 可 以 研究 其 他 特 
例 。 特 例 n=?2，3 更 简单 ， 下 一 个 特例 是 n=5。 为 了 一 致 与 完整 ， 我 们 加 上 n=1 的 
情况 。 将 所 有 情况 排列 整齐 ， 束 象 一 位 地 质 学 家 把 他 录 种 矿 的 所 有 标本 排列 起 
来 一 样 ， 我 们 可 得 下 表 : 


1 一 1=12 
1 十 8 一 0 一 3 
1 二 8 十 22 一 36 一 6? 
1 十 8 十 27 十 64 一 100 一 10? 


1 十 8 十 27 十 64 十 125 一 225 一 15? 


很 难 令 人 相信 ， 所 有 连续 自然 数 的 立方 和 是 某 个 自然 数 的 平方 ， 这 一 事实 
仅仅 是 巧合 而 已 。 在 类 似 的 情况 下 ， 博 物 学 家 对 于 这 个 由 观察 特例 所 得 到 的 
役 规 律 的 正确 性 将 很 少 怀疑 ， 一般 规 律 几乎 总 由 归纳 所 证 明 。 虽 然 数学 家 基 小 
上 用 同一 方式 思考 ， 但 他 在 表达 时 却 有 更 多 的 保留 。 他 会 说 ， 下 列 定理 是 由 归 
纳 有 力 地 提出 的 : 


前 n 个 目 然 数 的 立方 和 是 一 个 自然数 的 平方 。 


(2 我们 已 被 引导 到 猜测 一 个 值得 注意 的 、 有 些 神秘 的 定律 。 为 什么 n 个 连 
续 目 然 数 的 立方 和 应 该 是 一 个 目 然 数 的 平方 ! 不 过 , 显然 , 它们 是 茶 个 目 然 数 的 


平方 。 


博物 学 家 在 这 种 情况 会 怎么 办 ? 他 将 对 他 的 猜测 进行 检验 。 在 这 样 做 时 ， 
他 可 以 遵循 各 种 研究 路 线 。 博 物 学 家 可 能 积累 更 多 的 实验 证 据 ; 如 果 我 们 也 希 
望 这 样 做 ， 我 们 必须 检验 下 列 情况 : n=6，7 ，…。 博 物 学 家 也 可 能 重新 检验 引 
起 他 猜测 的 那些 事实 ， 他 把 这 些 事 实 小 心地 加 以 比较 ， 尝 试 去 神 析 出 更 深刻 的 
规律 性 ， 某 种 更 进一步 的 类 比 。 让 我 们 遵循 这 条 研究 路 线 。 


我 们 重新 研究 表 中 所 列 出 的 n=1，2 ，3 ，4 ，5 等 情况 。 为 什么 所 有 这 些 和 都 
是 某 个 目 然 数 的 平方 ?关于 这 些 平方 , 我 们 能 说 些 什么 ?它们 的 底 是 1, 3, 6, 10， 
15。 关 于 这 些 底数 有 什么 情况 呢 ? 有 没有 茶 个 更 深刻 的 规律 , 茶 种 更 进一步 的 类 
比 ? 不 管 怎样 ， 它 们 不 象 是 增加 得 很 不 规则 。 它 们 是 怎样 增加 的 ? 这 个 系列 中 相 
邻 两 项 之 差 本 身 也 是 增加 的 ， 

3-1=2, 6-3=3, 10-6=4, 15-10=5 

这 些 莽 数 显然 很 有 规律 。 这 里 ， 我 们 在 耶 些 平方 的 后 数 之 间 ， 可 以 看 出 尺 人 的 
类 比 ， 在 数字 1，3，6，10，15 中 ， 我 们 可 以 看 出 明显 的 规律 性 : 


1=1 

3=1+2 

0=1+2+3 

10=1+2+3+4 

15=1+2+3+4+5 
如 果 这 种 规律 性 是 普遍 的 ( 而 相反 的 情况 是 难以 置信 的 ) ， 则 我 们 所 猜测 的 定理 
将 取 一 个 更 精确 的 形式 : 即 ， 

对 于 n=1，2，]j，… 

1 +2 +3 + =(1+2+3+…Hn) 。 


(3) 刚才 所 述 定律 是 由 归纳 法 所 发 现 的 ， 其 发 现 方式 告诉 我 们 关于 归纳 的 
概念 ， 这 种 概念 必然 是 单方 面 的 ， 不 完全 的 ， 但 并 不 是 牌 曲 的 。 归 纳 法 企图 去 
找 出 所 观察 事物 背后 的 规律 性 与 统一 性 。 它 最 明显 的 手段 是 普遍 化 、 特 殊 化 和 
类 比 。 试 验 性 的 普 志 化 从 努力 了 解 所 观测 到 的 事实 开始 ， 它 以 类 比 为 基础 ， 并 
由 更 进一步 的 一 些 特例 加 以 检验 。 


关于 归纳 这 个 论题 ， 哲 学 家 们 有 很 多 分 皮 ， 我 们 就 此 止步 ， 不 再 评论 。 但 
应 该 补充 一 点 : 许多 数学 结果 是 首先 由 归纳 所 发 现 ， 以 后 再 加 以 证 明 的 。 已 严 
格 地 提出 来 的 数学 是 一 门 系统 的 演绎 科学 ， 而 正在 形成 过 程 中 的 数学 是 一 门 实 
验 性 的 归纳 科学 。 


( 4) 我们 在 数学 中 可 以 象 物理 科学 中 那样 利用 观察 与 归纳 去 发 现 普遍 规 
律 。 但 有 区 别 。 在 物理 科学 中 ， 比 观察 与 归纳 更 高 的 权威 是 没有 的 ， 但 在 数学 
中 却 有 这 样 一 个 权威 : 严格 的 证 明 。 


IE 


我 们 用 实验 观点 工作 片刻 之 后 ， 改 变 一 下 我 们 的 观点 可 能 是 有 益 的 。 证 我 
们 严格 起 来 。 我 们 已 发 现 一 个 有 趣 的 结果 ， 但 其 论证 仅仅 是 似乎 有 理 的 ， 实 验 
的 ， 假 设 的 ， 探 索 法 的 ， 让 我 们 尝试 用 严格 的 证 明 来 把 它 肯 定 地 建立 起 来 。 


现在 我 们 面临 一 个 “求证 题 ”: 证 明 或 推翻 上 述 结 果 ( 见 上 述 2) 。 


这 里 有 个 小 简化 。 我 们 也 许 知道 
1+2 +3+*…+h 
不 管 怎么 样 ， 这 是 容易 证 明 的 。 取 一 长 方形 ， 其 边 为 n 与 1+1， 用 波折 线 把 它 分 
成 两 半 ， 如 图 184 所 表示 的 是 n=4 情 况 。 每 一 半 都 是 “阶梯 形 ” 的 ， 而 其 面积 的 
表达 式 为 1+24…#h; 当 n=4， 它 是 1+4243144， 见 图 18b。 现 在 整个 面积 是 n(n+1)， 
而 阶梯 形 面 积 仅 是 上 述 面 积 之 一 半 ; 于 是 上 述 公 式 得 证 。 


到 n(n+]) 


G) Cb) 
图 18 


我 们 可 以 将 归纳 所 得 之 结果 变换 为 
1 4+2 3 = 《 


7(7 十] ) 2 


(5) 如 果 我 们 想 不 出 如 何 证 明 这 结果 , 我 们 至 少 可 以 检验 它 。 让 我 们 检验 我 
们 尚未 检验 过 的 第 一 个 情况 ，n=6 。 这 时 有 

1+8+27+64+125+216= (6X712) 
经 过 计算 ， 这 是 正确 的 ， 两 边 都 等 于 441 。 


我 们 可 以 更 有 效 地 检验 上 述 公式 。 这 公式 很 可 能 普遍 成 立 ， 即 对 n 的 所 有 
数值 都 成 立 。 当 我 们 从 任何 n 值 过 渡 到 下 一 个 值 n0+1 时 ,此 公式 是 否 仍 成 立 ? 按照 
前 面 所 写 的 公式 ， 我 们 也 应 当 有 

1 12 3 n+ Ont1) 


现在 作 简单 的 检验 。 从 上 式 减 去 前 页 的 公式 ， 得 


a EO 


I 


Cl 二 oy [ee 了 
这 公式 很 容易 检验 。 右 侧 可 写成 
(oH) (n+2) “n’]= CE MAN) CL 


= (n+ “Cl = (n+1) 汪 左 侧 
于 是 我 们 由 实验 所 发 现 的 公式 通过 了 极为 重要 的 检验 。 


让 我 们 弄 明 白 这 个 检验 意味 着 什么 。 我 们 已 经 党 无 疑问 地 证 明 
CL | (n+1)(n+2) Pp 2 了 


但 现在 我 们 还 不 知道 
1 42 +3 二 


是 否 成 立 。 如 果 我 们 知道 它 成 立 , 则 加 上 方才 我 们 昌 无 疑问 地 证 明 的 那个 等 式 ， 
我 们 就 可 推断 


3 Cn(n+D) ) 2 
2 


TD) | 


也 成 立 。 它 就 是 对 下 一 个 整数 n+1 的 情况 的 推断 。 现 在 我 们 确实 知道 ， 对 于 n=1， 
2，3，4，5，6， 我 们 的 猜测 是 成 立 的 。 根 据 我 们 方才 所 说 的 ， 这 个 猜测 在 n=6 
时 既然 成 立 ， 则 当 n=7 时 也 必 成 立 。 在 n=7 时 成 立 ， 则 在 n=8 时 也 成 立 ， 在 n=8 时 
成 立 ， 则 在 n=9 时 也 成 立 ， 如 此 等 等 。 它 对 所 有 n 都 成 立 。 这 就 证 明了 它 普遍 成 


WE ES 
Mo 


(6) 上 述 证 明 在 许多 类 似 情况 下 可 作为 一 个 模式 。 这 个 模式 的 主要 思路 是 
让 


我 们 需要 证 明 的 推论 必须 预先 以 精确 的 形式 给 出 。 


此 推论 必须 与 整数 1/ 有关。 


此 推论 必须 相当 “明显 ”的 ， 使 得 我 们 有 茶 种 可 能 检验 它 从 n 过 渡 到 下 一 
个 整数 n+1 时 是 否 仍然 成 立 。 


如 果 我 们 在 有 效 地 检验 这 点 方面 获得 得 成 功 ， 我 们 有 可 能 利用 检验 过 程 中 
所 得 到 的 经 验 来 得 出 结论 : 如 果 此 推论 对 1 成 立 , 则 它 对 n+1 也 必 成 立 。 只 要 上 
述 结论 成 立 ， 我 们 知道 当 n=1， 此 推论 成 立 就 足够 了 ， 于 是 n=? 成 立 ， 于 是 n=3 
成 立 ， 等 等 ， 从 任 一 整数 过 渡 到 下 一 个 整数 ， 我 们 就 普遍 化 地 证 明了 此 推论 。 


上 述 过 程 是 常用 的 ， 它 应 该 有 个 名 字 。 我 们 可 以 叫 它 “ 从 mn 到 n+l 的 证 明 ?” 
或 更 简单 些 ，“ 过 渡 到 下 一 个 整数 ”。 遗 憾 ， 我 们 所 必需 证 明 的 精确 推断 可 来 
自任 何 来 源 ， 从 逻辑 观点 看 来 ， 来 源 如 何 ， 无 关 紧 要 。 现 在 ， 在 许多 情况 下 ， 
例如 方才 所 详细 讨论 的 情况 ， 其 来 源 是 归纳 ， 推 论 是 用 实验 方式 找到 的 ， 冈 此 
证 明 象 是 归纳 的 一 种 数学 补充 ， 这 是 对 上 述 名 称 的 一 点 解释 。 


(7) 这 里 还 有 一 点 ， 虽 然 微小 ， 但 对 任何 期 望 自 己 去 证 明 的 人 来 说 却 很 重 
要 。 在 前 面 , 我 们 通过 观察 与 归纳 ， 找 到 两 个 不 同 的 推论 ， 一 个 在 第 1 点 一 个 在 
第 点; 后 者 比 前 者 更 精确 。 在 讨论 第 二 个 推论 时 ， 我 们 发 现 有 检验 从 n 过 渡 到 
n+1 的 可 能 性 ， 于 是 我 们 能 够 用 “数学 归纳 法 ”找到 一 个 证 明 。 如 果 讨 论 第 一 个 
推论 而 不 考虑 由 第 二 推论 所 添加 的 精确 性 ， 我 们 就 几乎 不 可 能 找到 这 样 一 个 证 
明 。 事 实 上 ， 第 一 个 推论 不 及 第 二 个 精确 、“ 明 显 ”、“ 明 确 ”、 易 试验 和 易 
检查 。 从 第 一 推论 过 渡 到 第 二 推论 ， 从 比较 不 精确 的 陈述 过 渡 到 精确 的 陈述 是 
为 最 后 证 明 所 作 的 一 种 重要 准备 。 


上 述 情 况 有 矛盾 的 一 面 。 第 二 个 推论 更 强 些 ， 它 直接 纺 含 着 第 一 个 ， 而 多 
少 有 点 “会 糊 ” 的 第 一 个 推论 却 几乎 不 强 含 更 “清晰 ”的 第 二 个 推论 。 这 样 ， 


更 强 的 定理 却 比 较 弱 的 更 易 掌 握 ， 这 是 “发 明 家 的 不 盾 ”。 


32 .发明 家 的 矛盾 
雄心 大 的 计划 ， 成 功 的 希望 也 较 大 。 


这 看 起 来 了 矛盾。 但 当 从 一 个 问题 过 渡 到 另 一 个 ， 我 们 常常 看 到 ， 新 的 雄心 
大 的 问题 比 原 问题 更 容易 掌握 。 较 多 的 问题 可 能 比 惟 好 只 有 一 个 问题 更 容易 回 
答 。 较 复杂 的 定理 可 能 更 容易 证 明 ， 较 普 衣 的 问题 可 能 更 容易 解决 。 


如 果 我 们 更 仔细 地 看 儿 个 例子 (“普遍 化 ”一 节 ， 第 (2) 点 ; “归纳 与 数学 
归纳 法 ”一 市 ， 第 (7) 点 ) ， 那 么 这 矛盾 就 消失 了 。 雄 心 大 的 计划 可 能 有 更 多 的 
成 功 机 会 ， 如 果 它 不 是 仅仅 根据 浮夸 ， 而 是 立足 于 看 到 某 些 表 面 以 外 的 东西 。 


33 .能 满足 条 件 吗 ! 
是 否 可 能 满足 条 件 条 件 是 否 充分 ， 足 以 确定 未 知 数 ? 或 者 它 不 充分 吗 ? 或 
是 多 余 吗 ? 或 是 矛盾 吗 ! 


这 些 问 题 在 早期 阶段 经 常用 到 ， 那 时 我 们 并 不 需要 最 后 的 答案 ， 只 需要 
个 预想 的 答案 ， 一 个 猜测 ， 例 如 ， 见 第 8 ，18 节 。 


能 预见 到 我 们 万 追求 的 结果 的 任何 特点 都 是 有 区 的 。 当 我 们 对 于 我 们 能 预 
测 的 事物 有 了 茶 种 概念 以 后 ， 我 们 对 于 我 们 应 当 按 什 么 方向 前 进 就 知道 得 更 清 
楚 了 。 现 在 ， 问 题 的 一 个 重要 特点 是 它 所 允许 的 解 的 数目 。 最 令 人 感 兴趣 的 问 
题 是 那些 恰 有 一 解 的 问题 ; 我 们 倾 同 于 把 具有 唯一 确定 解 的 问题 当 作 仅 有 的 “ 合 
问题。 在 这 种 意义 上 , 我 们 的 问题 是 否 “ 合 理 ”? 如 果 我 们 能 回答 这 个 问题 ， 
即使 是 一 个 似乎 有 理 的 猜测 ， 我 们 对 这 问题 的 兴趣 就 有 所 增长 而 我 们 就 能 工作 
得 更 好 。 


| 由 


我 们 的 问题 “合理 ” 吗 ?如 人 我 们 能 轻而易举 地 加 以 回答 ， 那 么 它 在 我 们 
工作 的 早期 阶段 是 有 用 的 。 如 果 不 好 回答 ， 那 么 在 寻求 回答 的 过 程 中 产生 的 烦 
恼 可 能 会 超过 所 得 到 的 兴趣 。“ 可 能 满足 条 件 吗 ! ”这 一 问题 以 及 我 们 的 表 中 有 
天 这 方面 的 其 他 问题 也 是 如 此 。 当 回答 这 些 问 题 可 能 容易 而 且 似 乎 有 理 时 ， 我 
们 应 当 提 这 些 问 题 ,但 当 回 答 看 来 很 难 而 且 含 糊 不 清 时 , 就 应 当 放 弃 这 些 问题 。 


对 于 “求证 题 ”， 相 应 的 问题 是 ， 命 题 是 否 可 能 成 立 ?或 者 很 可 能 命题 不 
成 立 提问 题 的 方式 清楚 地 表明 我 们 只 期 望 有 一 个 猜测 , 一 个 似乎 可 信 的 临时 性 


回答 。 


34， 莱 布 尼 效 

他 是 大 数学 家 与 哲学 家 。 他 计划 写 一 篇 “发 明 的 艺术 ”， 但 并 没有 实现 。 
散 见 在 他 的 著作 中 的 许多 片断 表明 ， 他 对 于 他 常常 强调 其 重要 性 的 题目 怀 有 令 
人 感 兴趣 的 想法 。 这 样 ， 他 写 道 : “没有 什么 比 看 到 发 明 的 源泉 更 重要 的 了 。 
就 我 看 来 ， 它 比 发 明 本 身 更 有 趣 。” 


35. 引 理 


引 列 的 含意 是 辅助 定理 。 它 来 源 于 希腊 语 ， 可 直译 为 “假设 的 什么 ”。 


我 们 打算 证 明 一 个 定理 ， 比 如 说 ， 是 A。 我 们 被 引导 去 猜测 另 一 个 定理 
比如 说 ， 是 6; 管 6 为 真 ， 我 们 也 许 能 用 它 来 证 明 A。 我 们 暂时 假定 B 成 立 ， 把 它 
的 证 明 推 迟 一 下 ， 而 先 去 证 明 。 这 样 一 个 假设 的 定理 6 束 是 原来 所 提 定 理 的 辅 
助 定理 。 我 们 这 段 简短 的 叙述 相当 典型 ， 它 前 明了“ 引 理 ”一 字 现 在 的 含意 。 


36. 看 着 未 知 数 

这 是 句 老 生 常 谈 式 的 忠告 ， 其 相应 的 拉丁 格言 是 : “respice finem”。 
即 ， 看 着 终点 。 记 住 你 的 目的 。 勿 忘 你 的 目标 。 想 着 你 希望 得 到 的 东西 。 不 要 
看 不 见 你 所 需要 的 。 记 住 你 为 什么 而 工作 。 看 着 未 知 数 。 看 着 结论 。 这 是 “看 
着 终点 ”的 两 种 不 同 的 说 法 ,它们 特别 适合 于 数学 问题 ,分 别 适用 于 “求解 题 ” 
和 “求证 题 ”。 


-> 


集中 注意 力 于 我 们 的 目标 ， 集 中 意志 于 我 们 的 目的 ， 我 们 就 会 想 出 达到 它 
的 方式 和 方法 。 达 到 目的 的 方法 是 什么 ? 你 怎样 达到 你 的 目的 ? 你 怎样 才能 得 到 
这 类 结果 ? 什么 原因 会 产生 这 样 一 个 结果 ? 你 在 哪里 看 见 过 这 样 一 个 结果 ? 为 了 
得 到 这 样 一 个 结果 ,人 们 通常 怎么 办 ? 于 是 尝试 想起 一 个 具有 相同 或 相似 未 知 数 
的 熟悉 的 问题 。 尝 试想 起 一 个 具有 相同 或 相 类 似 结论 的 熟悉 的 定理 。 和 前 面 一 
样 ， 上 述 两 种 说 法 分 别 适 合 于 “求解 题 ” 和 “求证 题 ”。 


(1) 我 们 将 考虑 数学 问题 ， 一 个 “求解 题 ”， 并 且 建 议 : 答 试 想起 一 个 具有 
相同 未 知 数 的 熟悉 问题 。 让 我 们 将 此 建议 与 下 一 问题 中 所 包含 的 建议 相 比 较 : 
“你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ! ” 


后 一 个 建议 比 前 一 个 更 具有 一 般 性 。 如 果 一 个 问题 与 男 一 个 有 关 ， 则 这 两 
个 问题 有 茶 些 共性 ;它们 可 能 包含 着 若干 共同 的 对 象 或 概念 ， 或 有 某 些 共同 的 
己 知 数据 ， 或 某 一 部 分 条 件 是 共同 的 ， 等 等 。 第 一 个 建议 要 求 具 有 这 样 一 个 特 
殊 的 共同 点 : 两 个 问题 应 具有 相同 的 未 知 数 。 束 是 说 ， 两 种 情况 下 未 知 数 是 同 
一 类 对 象 ， 例 如 ， 都 是 直线 的 长 度 。 


这 个 特殊 化 建议 与 一 般 化 建议 相 比 ， 有 茶 些 经 济 节 约 效 果 。 


首先 ， 在 表达 问题 方面 ， 我 们 可 能 节约 些 精 力 ， 我 们 不 必 立 划 看 着 整个 问 
题 ， 而 只 须 注 视 未 知 数 。 问 题 可 以 看 成 如 下 形式 
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其 次 ， 在 选择 方面 也 有 某 些 节约 。 与 所 提问 题 有 关 或 有 共性 的 问题 可 能 
如 牛 毛 。 但 注视 未 知 数 ， 我 们 的 选择 就 有 限 了 ; 我 们 只 考虑 具有 相同 未 知 数 的 
一 类 问题 。 此 外 ， 在 具有 相同 未 知 数 的 问题 中 ， 我 们 当然 首先 考虑 对 我 们 来 说 


是 最 初等 的 与 最 熟悉 的 问题 。 


(2) 我 们 面前 的 问题 具有 下 列 形式 : 
“已 知 "…e% 求 线 的 长 度 ”。 


现在 ， 这 类 最 简单 与 最 熟悉 的 问题 是 关于 三 角形 的 : 已 知 三 角形 的 三 个 元 
素 ， 求 某 一 边 的 长 度 。 记 住 这 点 以 后 ， 我 们 已 经 找到 了 茶 些 。 可 能 有 关 的 问题 : 
这 里 有 个 与 你 的 问题 有 关 且 早已 解决 的 问题 ,你 能 利用 它 吗 ? 你 能 利用 它 的 结 宁 
吗 ?为 了 利用 我 们 万 玖 悉 的 有 关 三 角形 的 结果 ， 我 们 必须 在 岁 中 作 一 个 三 角形 。 
是 否 有 个 三 角形 ?或 者 我 们 应 该 引入 一 个 , 以 便利 用 我 们 所 熟悉 的 结 末 为 了 能 
利用 我 们 所 熟悉 的 结果 ， 你 是 否 应 该 引入 茶 个 辅助 元 素 ? 


有 好 几 个 简单 问题 的 未 知 数 是 三 角形 的 边 ( 它们 的 已 知 数据 彼此 不 同 ; 已 
知 两 角 一 边 或 两 边 一 角 ， 并 且 角 相对 于 已 知 边 的 位 置 可 以 不 同 。 所 有 这 些 问题 
在 直角 三 角形 时 尤为 简单 ) 。 集 中 注意 力 于 我 们 面前 的 问题 , 我 们 尝试 找 出 应 该 
引入 哪 类 问题 ， 哪 个 早已 解决 的 问题 具有 相同 未 知 数 的 ) 最 适合 我 们 当前 的 目 
的 。 


在 引入 合适 的 辅助 三 角形 时 ， 可 能 会 发 生 下 述 情况 : 我 们 尚 不 知道 该 三 角 
形 的 三 个 元 素 。 不 过 这 并 不 绝对 需要 ;， 如 果 我 们 预见 到 用 什么 办 法 能 得 到 所 中 
漏 的 部 分 ， 我 们 就 已 丝 有 了 长 足 进步 ， 我 们 有 了 一 个 求解 的 计划 。 


(3) 上 面 (1) 和 (2) 所 提出 的 过 程 主要 已 由 第 10 节 的 例子 加 以 说 明 ( 该 例 中 ， 
由 于 学 生 的 迟钝 , 说 明 得 不 那么 清楚 ) 。 我们 不 难 增加 许多 类 似 的 例子 ,事实 上 ， 
在 不 太 高 的 班级 中 ， 几 乎 对 于 所 有 的 “求解 题 ”都 可 由 下 列 建议 开始 解 题 : 党 
试想 起 一 个 具有 相同 或 相似 未 知 数 的 画 悉 的 问题 。 


我 们 必须 按 一 定格 式 提 出 下 列 问 题 ， 并 且 首 先 看 着 未 知 数 : 
(中 已 知 …y 求 线段 长 。 

( | | ) 己 知 ON 》 求 角 。 

(1 已 知 ……， 求 四 面体 的 体积 。 

(1 已 知 ……， 在 图 中 作 此 点 。 


如 果 我 们 在 处 理 初等 数学 问题 方面 有 些 经 验 ， 我 们 将 很 快 地 想起 茶 些 简单 
而 熟悉 的 问题 ， 或 者 具有 相同 未 知 数 的 问题 。 如 果 所 提问 题 不 是 简单 而 熟悉 的 
问题 ， 我 们 自然 企图 利用 我 们 所 熟知 的 东西 ， 并 从 那些 简单 问题 的 结果 得 到 好 
处 。 我 们 试图 把 共 个 有 用 而 又 众所周知 的 东西 引入 到 问题 中 ， 而 这 样 做 可 以 使 
我 们 有 个 民 好 的 开端 。 


在 下 面 指出 的 四 种 情况 下 ， 每 一 种 情况 都 有 一 个 显而易见 的 计划 ， 一 个 关 
于 以 后 求解 过 程 的 似乎 可 信 的 猜测 :(1) 未 知 数 应 该 作为 某 个 三 角形 的 一 边 而 求 
得 。 需 要 引入 一 个 适当 的 三 角形 ， 它 具有 三 个 已 知 的 或 容易 求 得 的 元 素 。(11) 
未 知 数 直 该 作为 某 个 三 角形 的 一 角 而 求 得 。 需 要 引入 一 个 合适 的 三 角形 。(111) 
如 果 四 面体 的 底面 积 丢 口 高 的 长 度 为 已 知 ， 则 未 知 数 可 解 。 需 要 找 出 侧面 积 与 
相应 的 高 。(1V) 求 作 的 点 应 该 作为 两 轨迹 的 交点 而 求 得 ， 轨 迹 或 是 一 圆 ， 或 是 
直线 。 需 要 从 所 提 条 件 中 找 出 这 样 的 轨迹 。 


在 所 有 上 述 情况 ， 计 划 都 是 通过 具有 相同 未 知 数 的 简单 问题 并 要 求 利 用 其 
结果 或 方法 而 提出 的 。 当 我 们 实行 这 样 一 个 计划 时 ， 当 然 可 能 会 碰 到 困难 ， 但 


我 们 有 某 种 念头 来 开始 着 手工 作 ， 这 是 很 大 的 优点 。 


(4) 如 宋 没有 一 个 与 所 提问 题 有 相同 未 知 数 且 早已 解决 的 问题 ， 就 不 存在 
上 述 优点 。 在 这 种 情况 下 ， 求 解 原 问题 将 大 为 困难 。 


“已 知 球 的 半径 ， 找 出 球面 积 ”。 这 个 问题 是 由 阿 基 米 德 解决 的 。 可 以 说 ， 
几乎 没有 更 简单 的 具有 相同 未 知 数 的 问题 ， 而 且 那 时 肯定 没有 阿 基 米 德 可 加 以 
利用 的 这 样 一 个 更 简单 的 问题 。 事 实 上 ， 阿 基 米 德 的 解答 可 以 认为 是 最 著名 的 
数学 成 就 之 一 。 


“已 知 四 面体 的 六 条 校 ， 求 内 切 于 四 面体 的 球面 积 ”。 如 果 我 们 知道 阿 基 
米 德 的 结果 ， 则 解决 这 个 问题 并 不 需要 阿 基 米 德 那样 的 天 才 ， 留 给 我 们 去 解决 
的 只 是 用 四 面体 的 六 条 棱 去 表示 内 切 球 的 半径 。 这 昌 不 很 容易 ， 但 其 困难 并 不 
能 与 阿 基 米 德 的 问题 相 比 拟 。 


是 否 知道 一 个 有 相同 未 知 数 而 且 早已 解决 的 问题 ， 可 能 是 造成 难题 和 容易 
题 乙 间 全 部 差别 的 原因 。 


(5) 我 们 刚才 提 过 ， 当 阿 基 米 德 来 球面 积 时 ， 他 并 不 知道 任何 有 相同 未 知 
数 而 且 早已 解决 的 问题 。 但 他 却 知 道 各 种 有 相似 未 知 数 而 早已 解决 的 问题 。 有 
些 曲面 的 面积 比 球 面积 容易 求 ， 它 们 在 阿 基 米 德 时 代 已 为 人 所 共 知 ， 如 正 圆柱 
体 的 侧面 积 ， 正 圆锥 体 的 侧面 积 ， 圆 台 的 侧面 积 等 等 。 我 们 可 以 肯定 ， 阿 基 米 
德 曾 经 仔细 地 考虑 过 这 些 较 简单 的 相似 情况 。 事 实 上 ， 在 其 解答 中 ， 他 利用 了 
一 个 由 两 个 锥 体 与 耕 于 个 圆 台 所 组 成 的 复合 体 来 作为 球体 的 近似 { 见 “ 定 义 ”， 
第 ( 6) 点 ) 。 


如 果 我 们 不 能 找到 一 个 和 我 们 当前 问题 的 未 知 数 相同 有 旦 早已 解决 的 问题 ， 
那么 , 我 们 就 去 尝试 找 一 个 具有 相似 未 知 数 的 问题 。 对 于 我 们 当前 的 问题 来 说 ， 
后 者 的 联系 要 比 前 者 为 弱 ， 因 此 ， 一 般 说 来 更 不 易 为 我 们 的 目的 服务 ， 但 无 论 
如 何 ， 它 们 可 能 成 为 有 价值 的 行动 指南 。 


(6) 我 们 补充 一 些 有 关 “ 求 证 题 ” 的 说 明 ， 它 们 与 前 述 “求解 题 ”的 大 量 
说 明 相 类 比 。 


我 们 必须 证 明 | 或 推翻 ) 一 个 清晰 陈述 的 定理 。 任 何 过 去 已 证 明 并 且 在 茶 方 
面 与 我 们 当前 的 定理 有 联系 的 定理 都 有 可 能 对 我 们 有 用 。 但 是 ， 我 们 可 以 期 望 
那些 与 我 们 当前 定理 有 相同 结 沦 的 定理 能 提供 最 直接 的 帮助 。 知 道 这 点 ， 我 们 
就 看 着 结论 ， 也 就 是 说 ， 我 们 考虑 我 们 的 定理 时 要 强调 其 结论 。 我 们 注视 定理 
的 方式 可 以 写成 下 列 程式 : 


“如 果 ……， 则 角 相 等 ”。 


我 们 集中 注意 力 于 我 们 当前 的 结论 ， 并 尝试 去 想起 一 个 具有 相同 或 相似 结 
论 的 熟悉 的 定理 。 特 别 是 , 我 们 尝试 去 想起 一 个 极其 简单 而 又 熟悉 的 这 类 定理 。 


在 这 种 情况 下 ， 有 各 种 各 样 的 这 类 定理 ， 我 们 可 能 想起 下 面 这 个 : “如 果 
两 三 角形 全 等 ， 则 其 对 应 角 相等 ”。 这 里 有 一 个 与 你 的 定理 有 关 ， 且 早已 证 明 
的 定理 。 你 能 利用 它 吗 ; 为 了 利用 它 ， 你 是 否 应 当 引 入 茶 个 辅助 元 素 ”? 


遵照 上 述 建议 ， 并 且 考 虑 我 们 所 想起 的 定理 对 我 们 能 提供 什么 帮助 ， 我 们 
就 可 能 设想 出 一 个 计划 : 根据 全 等 三 角形 ， 去 证 明 问 题 中 的 角 的 相等 。 我 们 看 
到 我 们 必须 引入 一 对 包含 该 角 的 三 角形 并 且 证 明 它们 全 等 。 根 据 这 样 一 个 计划 
开始 工作 肯定 不 坏 ， 并 且 它 最 终 可 能 引导 我 们 达到 所 需要 的 目的 ， 如 第 19 节 所 
述 。 


(7) 小 结 。 我 们 回忆 具有 相 司 或 相似 未 知 数 且 早已 解决 的 问题 具有 相同 或 
相似 结论 且 早 已 证 明 的 定理 ) ， 就 会 有 一 个 好 机 会 沿 正 确 方向 开始 我 们 的 工作 ， 
并 且 可 能 设想 出 一 个 解 题 计划 。 在 简单 情况 下 ( 这 在 低 年 级 最 为 常见 ) ， 有 共有 相 
同 未 知 数 的 最 初等 的 问题 ( 具有 相同 结论 的 定理 ) 通常 很 多 。 尝 试 去 重新 回忆 上 其 
有 相同 未 知 数 的 问题 是 个 显而易见 的 常识 性 的 手段 ( 请 与 第 4 节 中 这 方面 的 论述 
作 比 较 ) 。 令 人 惊讶 的 是 : 如 此 简单 有 用 的 手段 并 非 普 裔 为 人 所 知 。 作 者 倾向 于 
认为 : 以 前 甚至 还 没有 人 对 它 作 过 一 般 性 的 、 充 分 的 论述 。 无 论 如 何 ， 不 论 是 
教师 还 是 学 生 都 不 能 不 重视 正确 利用 下 列 建议 :看 着 未 知 数 ! 并 尝试 想起 一 个 具 
有 相同 或 相似 未 知 数 的 熟悉 问题 。 


37 。 现 代 探 索 法 

现代 探索 法 力求 了 解 解 题 过 程 ， 特 别 是 解 题 过 程 中 典型 有 用 的 智力 活动 。 
它 有 各 种 信息 来 源 ， 哪 一 个 都 不 应 忽略 。 认 真 研究 探索 法 ， 应 当 同 时 考虑 逻辑 
学 与 心理 学 的 背景 ， 不 应 忽视 象 帕 扑 斯 、 留 卡尔 、 羔 布 尼 效 和 波 尔 但 话 这 些 占 
老 的 作家 关于 这 个 论题 所 说 的 话 ， 而 且 极 不 应 忽视 无 俩 见 的 经 验 。 在 解 题 方面 
的 经 验 以 及 注意 别人 解 题 的 经 验 , 必须 成 为 建立 探索 法 的 基础 。 在 这 种 研究 中 ， 
我 们 不 应 忽视 任何 一 类 问题 ,并且 应 当 找 出 关于 处 理 各 类 问题 所 共有 的 特征 来 ; 
我 们 的 目的 应 当 是 找 出 一 般 特 征 而 与 问题 的 主题 无 关 。 研 究 探 索 法 有 其 “实际 ” 
目的 : 对 解 题 中 典型 有 用 的 智力 活动 有 更 好 的 了 解 ， 这 对 教学 ， 尤 其 是 数学 教 
学 ， 会 产生 某 些 良好 的 影响 。 


本 书 是 实现 这 种 计划 的 首次 尝试 。 我 们 将 讨论 此 字典 中 的 各 个 标题 怎样 配 
合 我 们 的 计划 。 


(1) 我们 的 表 实 际 上 是 一 个 在 解 题 中 典型 有 用 的 智力 活动 表 ; 表 中 所 列 的 问 
题 与 建议 提示 这 类 活动 。 有 些 活动 在 第 二 部 分 义 重 新 加 以 叙述 ， 其 中 有 些 在 第 
一 部 分 讨论 和 说 明 得 更 为 详尽 。 


有 关 表 中 特殊 问题 与 特殊 建议 的 补充 知识 ， 读 者 应 参见 字典 部 分 的 那 15 条 
条 文 ， 其 标题 就 是 表 中 15 个 段落 的 第 一 句 : “未 知 教 是 什么 ”，“ 可 能 满足 条 
件 四 0 7 曾 册 国人 ，“ 你 能 利用 这 结果 吗 ? ”希望 了 解 有 关 表 中 特定 
项 资料 的 读者 ， 应 看 一 看 表 中 包含 该 项 的 那 一 段 段 首 的 几 个 字 ， 然 后 查找 字典 
中 以 那儿 个 字 作 为 标题 的 条 文 。 例 如 ，“ 回 到 定义 去 ”这 条 建议 包含 在 表 中 的 
一 段 ， 它 的 第 一 句 为 : “你 能 重新 叙述 这 问题 吗 ! ”在 此 标题 下 ,读者 可 发 现 需 
要 同时 并 行 参考 “定义 ”一 节 ,， 在 该 节 中 ， 问 题 中 的 建议 得 到 解释 与 举例 说 明 。 


(2) 解 题 过 程 是 个 复杂 的 过 程 ， 它 有 好 几 个 不 同 的 方面 。 本 字典 中 ， 有 1 
条 主要 条 文 较为 详细 地 研究 了 其 中 茶 些 方面 ， 我 们 将 在 下 面 提 到 这 些 条 文 的 标 


题 。 


当 我 们 专心 一 致 地 工作 时 ， 我 们 强烈 地 感觉 出 工作 的 进展 ; 当 我 们 的 进展 
迅速 时 ,我 们 欢欣 茧 舞 ， 当 进展 迟缓 时 ,我 们 抑郁 朝 欢 。 在 解 题 过 程 中 对 于 “ 进 
展 与 成 束 " 来 说 重要 的 是 什么 讨论 这 个 专题 的 段落 第 第 被 字典 的 其 他 部 分 所 引 
用 ， 因 此 应 当 及 早 阅 读 。 


当 我 们 尝试 求解 一 个 问题 时 ， 我 们 轮流 地 考虑 其 各 个 方面 ， 在 心中 不 断 地 
琢磨 它 ;， “变化 问题 ”对 我 们 的 工作 是 必要 的 。 我 们 变化 问题 可 以 通过 “分 解 
与 重新 组 合 ”其 元 素 ， 或 通过 回 到 茶 些 术语 的 “定义 ”去 ， 我 们 也 可 以 利用 有 
力 的 办 法 :“ 普 遍 化 ,特殊 化 和 类 比 ”。 变 化 问题 可 能 会 把 我 们 引导 到 采用 “ 畏 
助 元 素 ”， 或 发 现 一 个 更 好 着 手 的 “辅助 问题 ”。 


我 们 必须 小 心地 区 分 两 类 问题 ， 求解 题 和 求证 题 。 我 们 的 表 特别 适合 “ 求 
解 题 ”。 为 了 使 此 表 也 能 用 于 “求证 题 ”， 我 们 必须 加 以 修改 ， 改 变 茶 些 问题 
与 建议 。 


在 所 有 各 类 问题 ， 特 别 是 不 太 简 单 的 数学 问题 中 ， 应 用 适当 的 “符号 ”与 
几何 “图 形 ” 大 有 神 益 而 又 是 经 党 不 可 缺少 的 。 


(3) 解 题 过 程 有 许多 方面 ， 但 其 中 有 些 在 本 书 中 完全 未 予 考 虑 ， 有 些 则 很 
简略 。 我 们 认为 在 一 本 小 册子 中 这 样 做 是 合理 的 , 因为 那些 内 容 有 的 看 来 过 细 ， 
有 的 显得 技术 性 过 强 ， 有 的 则 尚 有 争议。 


在 寻求 解答 的 过 程 中 , 临时 性 的 、 仪 仅 是 似乎 可 信 的 探索 性 论证 是 重要 的 ， 
但 你 不 应 该 把 它 当 成 一 个 证 明 ; 你 必须 猜测 . 但 也 要 “检验 你 的 猜测 ”， 探 索 
性 论证 的 性 质 放 在 “进展 的 标志 ”一 节 中 讨论 ， 但 讨论 还 可 进一步 。 


在 我 们 的 论题 中 考虑 茶 些 逻辑 模式 是 重要 的 ， 但 不 引入 任何 技术 性 条 文 似 
平 是 可 取 的 。 只 有 两 条 主要 致力 于 心理 学 方面 ， 即 “决心 , 希望 , 成 功 ” 和 “ 潜 
意识 的 工作 ”。 还 有 一 段 关 于 动物 心理 学 的 附 记 ， 见 “ 倒 着 干 ”。 


我 们 强调 这 点 ， 即 各 种 问题 ， 特 别 是 “实际 问题 ”， 甚 全 “谜语 ”， 都 属 
于 探索 法 范畴 。 我 们 还 要 强调 指出 : 确实 无 误 的 “发 明 创造 规律 ”并 不 属于 认 
真 研究 的 范围 。 探 索 法 讨论 人 类 面 对 问 题 时 的 行为 。 自 从 人 类 社会 开始 以 来 ， 
这 种 讨论 大 概 一 直 是 流行 的 ， 而 这 种 古老 讨论 的 精华 看 来 都 保存 在 “谚语 的 智 
营 ” 之 中 。 


(4) 由 于 教师 或 学 生 可 能 有 特殊 的 兴趣 ， 有 几 个 特殊 问题 的 条 文 包括 进来 
了 ， 有 些 更 一 般 化 的 专题 的 条 文 则 予以 扩充 。 


有 几 条 讨论 方法 论 问题 的 条 文 在 初等 数学 很 重要 ， 如 “由 扑 斯 ”，“ 倒 着 


于”! 在 第 三 段 已 引述 | ，“ 归 诬 法 与 间接 证 明 ”,， “归纳 与 数学 归纳 法 ”，“ 建 
六 方程 ”，“ 量 岗 检 验 ” 以 及 “为 什么 要 证 明 ? ”。 有 些 条 文 和 教师 尤其 有 关 ， 
如 “ 代 公 式 问 题 ”，“ 诊 断 ”， 还 有 其 他 一 些 则 与 较 一 般 学 生 更 证 有 雄心 壮志 
的 学 生 有 关 ， 如 “聪明 的 解 题 者 ”，“ 聪 明 的 读者 ”和 “未 来 的 数学 家 ”。 


这 里 不 妨 指 出 ， 在 第 $、10、18、19、20 节 以 及 字典 的 各 条 条 文中 所 给 出 
的 教 帅 与 学 生 的 对 话 ， 不 汉 仅 可 作为 范例 供 教师 上 课时 参考 ， 而 且 也 可 指导 
学 的 解 题 者 。 把 思想 描述 为 “心灵 会 话 ”， 描 述 为 当事人 和 他 自己 的 一 种 会 话 
是 恰当 的 。 问 答 式 的 对 话 显示 出 求解 过 程 中 的 进展 情况 ， 解 题 者 目 问 目 答 时 也 
可 以 沿 着 类 似 的 路 线 前 进 。 


(5) 其 余 标 题 不 打算 一 一 列举 了 ; 只 提 几 组 如 下 : 

有 些 条 文 包 括 了 有 关 我 们 论题 历史 的 一 些 说 明 ， 如 “ 稍 卡 尔 ”，“ 菜 布 尼 
效 ”，“ 波 尔 查 诺 ”，“ 探 索 法 ”，“ 新 老 术 语 ”，“ 帕 扑 斯 ”( 这 最 后 一 条 已 
在 第 4 段 小 引 过 ) 。 


> 
> 


少量 几 条 条 文 解释 了 专业 术语 ， 如 “条 件 ”,， “推论 ”，“ 引 理 


有 些 条 文 只 给 出 并 行 参考 的 标题 ( 在 目录 中 记 有 【+ 】 的 条 文 ) 。 


(6) 探索 法 的 目的 在 于 其 普遍 性 ， 在 于 研究 与 其 课题 无 关 而 适用 于 所 有 各 
类 问题 的 程序 。 然 而 本 书 的 例子 却 儿 乎 点 不 例外 地 取 自 初等 数学 。 不 容 忽 视 ， 
这 是 一 种 局 限 性 。 但 我 们 希望 这 种 局 限 性 不 致 于 严重 损害 我 们 研究 的 趋势 。 事 
实 上 ， 初 等 数学 问题 可 提供 全 部 我 们 所 需要 的 多 样 性 ， 而 研究 这 些 问 题 的 求解 
特别 容易 着手， 而 且 有 趣 。 此 外 ， 我 们 虽然 很 少 引用 非 数 学 问题 作为 例子 ,但 
并 非 完全 和 置 之 脑 后 。 我 们 从 未 直接 引用 较 高 深 的 数学 问题 ， 可 是 这 些 问题 却 构 
成 了 本 书 的 真正 的 背景 。 对 这 类 研究 感 兴趣 的 熟练 数学 工作 者 不 难 根据 自己 的 
经 验 补充 例子 ， 进 一 步 阐 明 由 初等 数学 例题 所 说 明 的 各 点 。 


(7) 本 书 作者 对 下 述 几 位 现代 作者 谨 致 以 谢意 ( 他 们 的 名 字 未 列 入 “探索 
法 ”条文 | 。 他 们 是 物理 学 家 兼 哲 学 家 马赫 (Ernst Mach) ,数学 家 哈达 马 (」acdues 
Hadamard) ， 心 理学 家 杰 姆 斯 {Wi11iam]j ames) 和 克 勒 ( WolfgangK6hler)。 作 者 
还 希望 提 及 心理 学 家 邓 克 (人 K. Duncker) 和 数学 家 克 劳 斯 (Ff. Krauss) ， 这 两 位 的 
著作 ( 有 的 著作 是 他 们 的 研究 工作 取得 相当 进展 以 后 发 表 的 , 有 的 是 部 分 发 表 的 
著作 ) 中 有 与 我 们 相 平 行 的 一 些 内 容 。 
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.符号 

如 果 你 想 体 会 一 个 选择 适当 而 众所周知 的 符号 有 什么 好 处 ， 你 可 以 试 试 把 
几 个 不 太 小 的 数 相 加 ， 条 件 是 不 准 用 大 家 熟悉 的 阿拉 伯 数 字 ， 但 如 果 你 想 写 的 
话 ， 你 可 以 用 罗马 数字 。 例 如 取 数 字 为 MMMXC，MDXCVI ，MDCXLVI ，MDCCLXXX1 ， 
MDCCCLXXXVI| 。 


对 数学 符号 的 重要 性 我 们 几乎 总 是 不 会 估计 过 高 的 。 现 在 使 用 十 进 制 符号 
的 计算 工作 者 比 古 代 不 能 以 如 此 方便 的 形式 记 数 的 计算 工作 者 要 沾 光 得 多 。 在 
求解 曾经 考验 过 阿 基 米 德 天 才 的 面积 和 体积 问题 上 ， 一 个 熟悉 代数 、 解 析 几 何 


和 微 积分 常用 符号 的 普通 现代 学 生 较 之 古 希 腊 数 学 家 不 知 要 沾 多 少 光 。 


(1) 说 活 与 思维 有 密切 联系 , 使 用 文字 有 助 于 思维 , 某 些 哲 学 家 和 语言 学 家 
还 进一步 断言 : 使 用 文字 对 于 运用 推理 是 必 不 可 少 的 。 


但 后 一 说 法 未 免 有 点 言 过 其 实 。 凡 对 严肃 的 数学 工作 稍 具 经 验 的 人 都 知 
道 : 不 用 文字 而 只 注视 几何 图 形 或 仅 演 算 代数 符号 也 可 以 进行 一 些 相 当 艰 巨 的 
思维 。 图 及 符号 和 数学 思维 有 密切 的 联系 ， 它 们 的 使 用 有 助 于 思维 。 我 们 可 以 
改进 哲学 家 和 语言 学 家 上 面 那 段 多 少 有 点 狭隘 的 断言 ， 办 法 是 把 文字 和 其 他 各 
类 符号 并 列 而 说 成 : 使 用 符号 对 于 运用 推理 看 来 是 必 不 可 少 的 。 


无 论 如 何 , 数学 符号 的 使 用 类 似 于 文字 的 使 用 。 数学 符号 看 来 象 一 种 语言 ， 
一 种 构造 恨 好 的 语言 ， 一 种 非常 适合 其 目的 、 简 练 而 准确 的 语言 ， 其 规则 与 通 
常 的 语法 不 同 : 它 澡 无 例外 。 


如 果 我 们 接受 这 个 观点 ，“ 建 立方 程 ” 就 象 是 一 种 翻译 一 样 ， 把 普通 语言 
翻译 成 数学 符号 的 语言 。 


(2) 某 些 数学 符号 ， 如 +、-、= 以 及 大 干 其 他 符号 ， 有 具有 固定 的 传统 意义 ， 
但 其 余 符号 ， 如 大 写 小 写 的 罗马 字母 与 希腊 字母 ， 则 在 不 同 的 问题 中 具有 不 同 
的 意义 。 当 我 们 面 对 一 个 新 问题 时 ， 我 们 必须 选择 菜 些 符号 ， 我 们 必须 引入 适 
当 的 记号 。 这 与 使 用 普通 语言 有 些 类 似 。 许 多 词 在 不 同 的 上 下 文中 有 不 同 的 意 
义 ; 但 在 精确 性 很 重要 的 场合 下 ， 我 们 必须 小 心 选择 我 们 的 用 词 。 


在 解 题 中 ， 选 择 符号 是 重要 的 一 步 。 应 谨慎 从 事 。 我 们 现在 花费 在 选择 符 
号 上 的 时 间 , 以 后 可 由 避免 了 狐疑 不 定 和 混乱 而 节省 下 来 的 时 间 所 弥补 。 此 外 ， 
在 小 心 选择 符号 时 ， 我 们 必须 把 问题 中 需 加 符 扣 的 元 素 仔细 想 个 明白 。 这 样 ， 
选择 一 个 合适 的 符号 可 能 大 大 促进 了 对 于 问题 的 了 解 。 


(3) 一 个 好 符号 应 该 是 不 含糊 的 、 富 有 意义 的 、 便 于 记忆 的 ; 它 应 该 避免 
有 害 的 第 二 重 意 义 而 利用 有 用 的 第 二 重要 意义 ; 符号 的 次 序 与 联系 应 提示 事物 
的 次 序 与 联系 。 


(4) 符号 首先 必须 不 含糊 。 在 同一 研究 中 ， 不 允许 一 个 符号 代表 两 种 不 同 
的 对 象 。 如 果 在 解 一 道 题 时 你 把 茶 个 量 叫做 a， 那么 你 应 避免 把 与 这 同一 问题 相 
联系 的 任何 其 他 量 也 叫做 。 当 然 ， 在 不 同 的 问题 中 ，a 可 以 有 不 同 的 意义 。 


虽然 禁止 对 不 同 的 对 象 使 用 相同 的 符号 ， 但 并 不 禁止 对 同一 个 对 象 使 用 不 
同 的 符号 。 所 以 4 与 b 的 乘积 可 以 写成 
a Xb aeb ab 


在 某 些 情况 下 ， 对 同一 对 象 使 用 两 个 或 更 多 的 不 同 符号 是 有 好 处 的 ， 但 这 
时 要 特别 小 心 。 通 第 ， 一 个 对 象 只 用 一 个 符 写 较 好 ， 在 任何 情况 下 都 不 应 随便 
使 用 好 几 个 符号 。 


(5) 一 个 好 符号 应 便于 记忆 ， 并 便于 确认 ; 符号 应 立即 使 我 们 想起 对 象 是 
什么 ， 而 对 象 则 使 我 们 想到 符号 是 什么 。 


使 符号 便于 确认 的 一 个 简单 办 法 是 使 用 对 象 的 第 一 个 字母 作 符号 。 例 如 第 
20 市 中 ， 用 1 表示 速率 ， 用 t 表示 时 间 ， 用 V 表 示 体 积 。 然而 我 们 不 能 在 所 有 情 
况 下 都 用 第 一 个 字母 。 这 伴 ， 在 第 20 节 中 ， 我 们 必须 考虑 半径 但 我 们 不 能 把 它 
叫做 r ， 因 为 这 个 字母 已 经 表示 速率 了 。 还 有 其 他 的 原因 限制 符号 的 选择 ,还 有 
其 他 的 手段 使 其 便于 确认 ， 这 些 我 后 面 将 讨论 到 。 


(6) 当 符 号 的 次 序 与 联系 可 疝 我 们 提示 对 象 的 次 序 与 联系 时 ， 符 号 对 于 形 
成 哉 们 的 概念 特别 有 用 。 现 举例 说 明 。 


(1) 为 了 表示 在 问题 的 概念 中 彼此 接近 的 对 象 , 我们 使 用 字母 表 中 彼此 接近 
的 字母 。 


这 样 ， 我 们 对 于 给 定 的 量 或 常数 ， 一 般 用 英文 字母 表 中 开头 的 几 个 字母 ， 
如 a ，b，( 来 表示 。 而 对 未 知 量 或 变量 ， 则 常用 末尾 的 几 个 字母 ， 如 XY，y，7 来 
表示 。 


在 第 8 节 ， 我 们 用 a ，b ，( 表示 长 方 体 的 已 知 的 长 、 宽 、 高 。 在 这 种 情况 下 ， 
符号 3 ,b,c 比 用 长 、 宽 、 高 的 第 一 个 字母 | ,，W, h 更 可 取 ， 因 为 这 三 个 长 度 在 
问题 中 起 的 作用 相同 ， 对 比 我 们 利用 接连 的 三 个 字母 加 以 强调 。 此 外 ， 正 如 我 
们 刚才 所 说 的 ， 3 ，b ，( 是 字母 表 中 头 三 个 字母 ， 所 以 它们 是 表示 已 知 量 的 最 种 
用 的 字母 。 在 另外 一 些 情况 下 ， 如 果 三 个 长 度 所 起 的 作用 不 同 ， 并 且 知道 哪些 
长 度 是 水 平 的 ， 哪 个 长 度 是 垂直 的 ， 对 于 解 题 很 重要 ， 那 么 这 时 符号 | ，w，h 
可 能 更 可 取 。 


(11) 为 了 表示 属于 同一 类 的 对 象 ， 我 们 常常 对 同类 对 象 选 用 属于 同一 字母 
表 中 的 字母 ， 而 对 不 同类 对 象 选 用 不 同 字 母 表 中 的 字母 。 因 此 ,在 平面 几何 中 : 

罗马 字母 如 A，8 ，(C，… 常 用 于 点 ， 

小 写 罗马 字母 如 ，b，( ，… 常 用 于 线 ， 

小 写 希腊 字母 如 a ，B, Y, … 名 用 于 角 。 


如 有 两 个 对 象 分 属于 不 同 的 类 ， 但 彼此 有 特殊 的 联系 ( 这 一 点 对 我 们 的 问 
题 很 重要 ) ， 我 们 可 选 不 同 字母 表 中 相对 应 的 字母 来 表示 它们 ， 如 A，a，8，h 
等 等 。 一 个 大 家 熟悉 的 例子 就 是 三 角形 的 常见 记 法 : 

A，B8，( 代 表 顶 点 ， 

a，b ，( 代 表 边 ， 

qa ，B ，Y 代 表 角 。 不 言 而 喻 ， 这 里 3 是 顶点 的 对 边 ， 而 A 点 的 角 叫 做 a 。 


(111) 在 第 20 方 ， 和 字母 39,，b，X，y 是 特别 精 选 的 ， 以 表明 所 指出 的 元 素 的 
性 质 与 联系 。 字 母 8,，b 上 暗示 所 代表 的 量 是 常数 ，x，y 表示 变量 ; 3 在 b 前 就 如 Xx 
在 y 之 前 ， 而 这 上 暗示 4 对 b 的 关系 与 对 y 的 关系 相同 。 事实 上 , 3 与 x 是 水 平 的 , b 
与 y 是 垂直 的 ， 而 3: b=X: y。 


(7) 符号 


符号 

人 ABC 人 EF6 表 示 问 题 中 的 两 个 三 角形 相似 。 在 现代 书籍 中 , 此 公式 意 
味 着 两 个 三 角形 相似 ， 其 顶点 按照 符号 的 书写 次 序 相对 应 ， 即 A 对 E，B 对 F，C 
对 6。 但 在 较 古 老 的 书籍 中 , 并 没有 引入 这 种 关于 次 序 的 附加 规 它 ; 为 了 断定 哪 
个 顶点 和 哪个 顶点 相对 应 ， 读 者 必须 看 图 或 记 住 其 推导 情况。 


现代 记 法 大 大 优越 于 古老 记 法 。 使 用 现代 记 法 ， 我 们 不 必 看 其 就 可 由 公式 
得 出 结果 。 这 样 ， 我 们 可 推出 


ZA= LE 
AB: BC=EF : F 6 
以 及 其 他 这 类 关系 。 而 占 老 记 法 所 表达 的 内 容 甚 少 ， 同 时 不 能 给 出 这 样 确 定 的 
结果 。 


如 果 一 个 符 写 比 其 他 符号 表达 的 内 容 更 多 ， 则 可 称 为 更 “含义 丰富 的 ”。 
相似 三 角形 的 现代 记号 束 比 古老 符 写 含义 丰富 ， 它 比 古老 符 写 更 充分 地 反映 了 
事物 的 次 序 和 联系 ， 所 以 它 可 能 比 古老 符号 为 提 哄 更 多 成 果 况 定 基础 。 


(8) 字 ( 或 词 ) 有 第 二 重 含义 。 通 常 包含 一 个 字 的 某 些 上 下 文 对 这 个 字 会 
影响 , 并 在 其 原 义 之 外 增加 了 一 些 东 西 , 条 些 细微 的 差别 , 或 第 二 重 含 义 或 “内 
涵 ”。 如 果 我 们 写作 时 很 小 心 ， 就 会 在 许多 几乎 是 同 义 字 中 选择 一 个 字 ， 其 第 
二 重合 义 最 为 贴切 。 


在 数学 符号 中 有 类 似 的 情况 。 即 使 是 数学 符号 也 可 能 从 通常 包含 它们 的 上 
下 文中 得 到 茶 种 第 二 重 含义 。 如 果 我 们 小 心地 选择 符号 ， 我 们 必须 考虑 这 点 。 
现在 我 们 加 以 说 明 。 


有 些 字 母 已 获得 根深 带 固 的 传统 意义 ， 如 e 通 党 表示 目 然 对 数 的 感 ，i 表示 
V-1， 即 虚数 单位 ，7 表示 圆周 率 。 我 们 最 好 按 传统 的 含义 来 使 用 这 些 字 ， 如 
果 我 们 把 这 样 一 个 符号 用 于 别 的 含义 ， 则 其 传统 的 含义 会 随时 干扰 我 们 自 定 的 
含义 ， 从 而 会 引起 麻烦 ， 甚 至 会 产生 误解 。 诚 然 ， 尚 未 研究 过 多 少 课题 的 初学 
者 比 起 对 处 理 这 类 麻烦 很 有 经 验 的 数学 家 较 少 受 这 类 有 害 的 第 二 重 含 义 的 影 
啊 。 


如 果 用 得 巧妙 ， 符 号 的 第 二 重 含义 也 会 有 所 帮助 ， 甚 至 很 有 帮助 。 以 前 多 
次 用 过 的 符号 可 能 帮助 我 们 回想 起 某 个 有 用 的 程序 ， 当 然 ， 我 们 应 当 十 分 小 心 
辟 融 地 把 符号 当前 的 ( 基本 的 ) 含义 同 其 以 前 的 ( 辅助 的 ) 含义 清 清 楚楚 地 分 开 。 
固定 符号 [ 如 前 面 (6) (11) 中 所 提 到 的 三 角形 各 部 分 用 的 传统 符号 ] 有 很 大 的 优 
越 性 ， 既 然 以 前 多 次 用 过 ， 它 可 以 帮助 我 们 回想 起 各 种 以 前 用 过 的 程序 。 我 们 
记忆 公式 时 也 用 的 是 某 个 固定 符号 。 当 我 们 由 于 特殊 情况 不 得 不 以 一 种 不 同 往 
党 的 会 义 来 使 用 固定 符号 时 ， 我 们 理所当然 地 应 给 予 充分 的 注意 。 


( 9) 当 我 们 必须 在 两 个 符号 中 选 出 一 个 而 又 各 有 道理 ， 莫 衷 一 是 时 ， 我 们 
需要 赁 经 验 与 爱好 来 选 出 较 合适 的 一 个 ， 正 如 我 们 写作 时 赁 经 验 和 爱好 来 选 词 
汇 一 样 。 但 是 我 们 知道 上 面 所 讨论 过 的 各 种 利 次 仍然 是 有 益 的。 无 论 如 何 ， 我 
们 应 该 小 心地 选择 符号 ， 并 且 选 择 要 有 充分 的 道理 。 


(10) 不 但 班级 中 最 不 可 造 束 的 孩子 可 能 讨 大 代数 ， 甚 至 聪明 过 人 的 孩子 有 
时 也 会 对 它 反 感 。 符 号 总 不 免 有 些 武断 和 不 自然 ， 学 习 一 种 新 符号 对 记忆 是 一 
种 负担 。 如 果 聪 明 的 学 生 不 理解 这 种 负担 有 什么 好 处 ， 他 就 会 加 以 拒绝 。 如 果 
他 没有 充分 的 机 会 杀身 体验 到 “数学 符号 语言 有 助 于 思维 ”， 那 么 他 讨厌 代数 
是 无 可 非议 的 。 帮 助 学 生 获 得 这 方面 的 经 验 体会 是 教师 的 重要 职责 ， 是 最 重要 
的 职责 之 一 。 


ee 


我 说 ， 这 是 一 个 重要 的 职责 但 并 非 易 如 反 掌 。 上 面 的 说 明 可 能 对 此 有 些 帮 
助 。 还 可 参见 “建立 方程 ”一 节 。 


十 


我 们 推荐 用 广泛 讨论 公式 性 质 的 办 法 来 检验 一 个 公式 ， 这 是 种 特别 有 局 发 
性 的 练习 ; 见 “ 第 14 市 ”和 “你 能 检验 这 结果 吗 ? ” 节 第 2 点 。 


39 ， 帕 扑 斯 
帕 扑 斯 是 生活 在 公元 300 年 左右 的 一 位 希腊 数学 家 。 在 他 的 文集 第 七 册 中 ， 
他 提 到 了 他 称 之 为 “analyomenos' ”的 一 个 学 科 分 支 。 我 们 可 把 这 一 名 词 译 成 
“分 析 宝 库 ” 或 者 “ 解 题 世 术 ”， 其 或 “探索 法 ”; 最 后 一 词 在 这 里 似 更 可 取 。 
很 容易 找到 帕 扑 斯 报告 的 优秀 英 译 本 ;下面 是 他 原文 的 意译 : 

“所 谓 探索 法 ， 简 言 之 ， 是 一 种 学 说 的 特殊 部 分 ， 供 那些 学 过 普通 几何 原 
理 、 泡 望 获得 求解 数学 问题 能 力 的 人 之 用 ， 而 且 它 也 仅仅 对 此 有 用 。 它 是 下 述 
三 个 人 的 工作 : 几何 原理 的 作者 即 欧 几 里 得 ， 玻 尔 加 的 阿波 罗 纽 斯 和 阿里 斯 陶 
斯 长 老 。 探 索 法 教 的 是 分 析 与 综合 的 程序 。” 


“在 分 析 中 ， 我 们 从 需要 求解 或 求证 的 内 容 开 始 ， 我 们 假定 它 成 立 ， 由 此 
得 出 结果 ， 从 这 结果 叉 得 出 结果 ， 直 到 我 们 达到 可 必 为 综合 的 起 点 的 这 一 点 为 
止 。 因为 在 分 析 中 , 我 们 假定 把 需要 去 做 的 当 必 已 经 做 好 的 ( 把 要 求 寻找 的 当 作 
已 经 找到 的 : 把 必须 求证 的 当 作 已 经 成 立 的 ) 。 我 们 问 根 据 什么 前 提 可 以 导出 所 
需要 的 结果 ; 然后 我 们 又 问 这 个 前 提 的 前 提 可 能 是 什么 ， 如 此 等 等 ， 这 样 从 前 
提 过 渡 到 前 担 ， 直 到 最 终 我 们 过 到 某 个 事物 是 已 知 的 ， 或 被 认为 是 成 立 的 。 此 
过 程 称 为 分 析 ， 或 倒退 求解 ， 或 回归 论证 。” 


“但 在 综合 中 ， 此 过 程 相反 ， 我 们 从 分 析 中 最 后 达到 的 一 点 开始 ， 从 已 知 
的 或 被 认为 成 立 的 事物 开始 。 我 们 从 它 导 出 在 分 析 中 位 于 它 之 前 的 一 项 ， 同 时 
继续 推导 ， 治 各 步骤 逆 回 而 行 ， 直 到 最 终 成 功 地 达到 我 们 押 需 求解 或 求证 的 内 
容 为 止 。 上 述 过 程 称 为 综合 ， 或 构造 性 求解 或 前 进 论 证 。” 


“分 析 有 两 类 : 一 类 足 “ 求 证 题 ”的 分 析 ， 其 目的 是 建立 为 真正 的 定理 ; 
为 一 类 是 “求解 题 ” 的 分 析 ， 其 目的 是 求解 未 知 数 。” 


“如 果 我 们 有 个 “求证 题 ，， 我 们 需要 去 证 明 或 推翻 一 个 清晰 陈述 的 定理 

A。 我 们 至 今 还 不 知道 成 立 还 是 不 成 立 ; 但 我 们 从 A 导出 另 一 定理 8， 从 B 导 出 另 
， 等 等 ， 直 到 我 们 遇 到 最 后 一 个 定理 | ， 关 于 它 我 们 有 确切 的 了 解 为 止 。 候 
定 我 们 所 有 的 推导 可 道 ， 则 若 ，| 为 真 , A 也 将 为 真 。 从 L 开 始 我 们 证 明 在 分 析 过 
程 中 位 于 之 前 的 定理 k， 然 后 ,用 同样 方式 前 进 ,我 们 追溯 各 个 步骤 ， 从 C 证 明 


8， 从 8 证 明 A， 这 样 我 们 就 达到 了 我 们 的 目的 ， 但 如 采 ! 不 成 立 ， 则 我 们 也 已 证 
明 A 不 成 六。” 


“如 采 我 们 有 一 个 “求解 题 ”， 我 们 需要 找 出 某 个 未 知 数 4， 它 满足 清晰 
表达 的 条 件 。 我 们 人 至今 沿 不知 是 否 有 什么 东西 可 能 满足 此 条 件 ; 但 我 们 假定 有 
一 个 x 满足 所 提 条 件 , 我 们 从 它 导出 男 一 个 未 知 数 y , y 必须 满足 有 关 的 条 件 ; 然 
后 我 们 再 把 y 与 男 一 个 未 知 数 相 联 系 ， 如 此 等 等 ， 直 到 我 们 遇 到 最 后 一 个 末 知 
数 7 ;我 们 可 以 用 某 个 已 知 方法 求 得 它 为 止 。 如 果 这 里 确实 存在 一 个 ， 满 足 加 
于 它 的 条 件 ， 则 这 里 也 存在 一 个 7 满足 原来 的 条 件 ( 假定 我 们 所 有 的 推导 均 可 
逆 ) 。 我们 首先 求 出 z ; 接着 ， 知道 7 以 后 ， 我 们 求 出 在 分 析 中 处 于 ?之 前 的 未 知 
数 : 按 同 一 方式 ， 我 们 按 各 个 步骤 反 辐 前 进 ， 最 后 ， 知 道 y ， 我 们 求 得 x*， 于 是 
达到 我 们 的 目的 。 但 是 ， 如 有 果 没 有 什么 东西 可 满足 加 : 的 条 件 ， 则 关于 x 的 问题 
无 解 。” 


我 们 不 应 该 忘记 : 以 上 并 非 直译 而 仅仅 是 信 手 译 来 ， 是 一 种 意译 。 在 原文 
和 意译 之 间 存在 着 干 差 万 别 ， 由 于 帕 扑 斯 的 文章 在 许多 方面 都 很 重要 ， 所 以 值 
得 评注 如 下 : 


(1) 我 们 的 意译 比 原 文采 用 了 更 明确 的 名 词 , 引入 符号 A,B,…,L ,X,Y,…， 
E。 而 这 些 原文 都 没有 。 


(2) 意译 有 “数学 问题 ”学 样 ， 而 原文 意 指 “几何 问题 ”。 这 是 强调 了 由 
扑 斯 所 描述 的 程序 决 不 限于 几何 问题 ， 它们 ， 实 际 上 ， 甚 至 不 限于 数学 问题 。 
我 们 需要 举例 说 明 这 点 ， 因 为 在 这 些 情况 下 ， 随 题目 性 质 而 来 的 普通 性 与 独立 
性 很 重要 | 见 第 3 节 ) 。 


(3) 代数 说 明 。 求 满足 方程 
8 《4444 ) 一 54( 2 +2 ) +101=0 
的 x 。 这 是 个 “求解 题 ”， 对 初学 者 来 说 并 不 太 容 易 。 他 必须 熟悉 分 析 的 概念 ; 
当然 不 是 指 分 析 这 个 词 而 是 指 通过 反复 简化 以 达到 目的 的 概念 。 还 有 ， 他 必须 
熟悉 最 简单 的 几 类 方程 。 即 使 有 某 些 知识 ， 还 需要 有 好 念头 、 一 点 好 运气 和 一 
点 创造 能 力 ， 这 样 才能 看 出 ， 由 于 4=( ?9 ，4=( 2 一， 所 以 引入 
可 能 是 有 益 的 。 现 在 ， 这 种 代 换 确实 有 益 ， 代 入 后 ， 得 到 关于 y 的 方程 
8 (72+ 二 ) 一 54( y+)+101=0 
了 y 了 y 


这 看 起 来 比 原来 人 简单。 但 我 们 的 工作 尚未 结束 。 还 需要 有 点 创造 ， 即 引入 男 一 
个 代 换 ， 


] 
2=y 十 一 
它 将 条 件 变换 成 


37 5474+85=0 
如 果 解 题 者 熟悉 二 次 方程 的 求解 ， 则 分 析 到 此 结束 。 


什么 是 综合 ? 这 就 是 一 步 一 步 地 做 完 这 些 由 分 析 所 预见 到 的 可 能 的 计算 。 
解 题 者 完成 他 的 问题 并 不 需要 什么 新 念 涉 ， 计 算 各 个 未 知 数 时 只 需要 耐心 与 注 
意 。 计算 的 顺序 恰 与 创造 时 的 顺序 相反 : 首先 求 7 {7 =51 2 ，171 4) , 接着 求 y (y =?， 
112，4，114) ， 最 后 是 原来 所 要 求 的 (X=1，- 1，2，- 2) ， 综 合 是 沿 着 分 析 的 
步骤 逆向 而 行 。 在 本 例 ， 很 容易 看 出 为 什么 要 这 样 做 。 


(4) 非 数 学 的 说 明 。 一 个 原始 人 希望 渡 过 一 条 小 河 ; 但 他 不 能 用 通常 的 办 
法 渡河 ， 因 为 昨 晚 已 经 涨 水 了 。 于 是 ， 渡 河 成 为 一 个 问题 的 对 象 ， “渡河 ” 即 
这 个 原始 问题 中 的 x 。 这 个 人 可 能 回想 起 他 曾 沿 着 一 棵 倒 下 的 树 渡 过 其 它 几 条 
河 。 于 是 他 到 处 寻找 一 棵 合适 的 倒 下 的 树 ， 这 就 成 为 他 的 新 的 未 知 数 y。 他 找 不 
到 合适 的 树 ， 但 有 大 量 的 树立 在 河 边 ， 他 希望 其 中 有 一 棵 能 倒 下 来 。 他 能 使 一 
棵 树 倒 下 来 模 跨 这 条 小 河 吗 ? 这 是 个 了 不 起 的 念头 ， 并 且 这 里 有 一 个 新 未 知 数 : 
用 什么 办 法 能 弄 倒 这 挺 使 之 磺 跨 小 河 。 


如 果 我 们 接受 帕 扑 斯 的 术语 ， 这 一 串 念 头 应 称 之 为 “分 析 ”。 如 果 这 诛 始 
人 成 功 地 完成 了 他 的 分 析 ， 他 可 能 就 成 为 桥 与 人 径 头 的 发 明 人 人 了。 什么 是 综合 ? 
就 是 把 念头 化 为 行动 。 综 合 的 最 后 一 个 行动 是 沿 着 一 棵 树 走 过 小 河 。 


在 分 析 与 综合 中 充满 了 相同 的 对 象 ， 它 们 锻炼 了 人 在 分 析 中 的 脑力 和 在 综 
合 中 的 体力 ; 分 析 存 在 于 思想 之 中 ， 而 综合 则 存在 于 行动 之 中 。 还 育 一 个 区 别 : 
次 序 一 正 一 反 。 走 过 河 去 是 第 一 个 愿望 ， 分 析 由 此 开始 ， 但 它 又 是 最 后 一 个 行 
动 ， 综 合 到 此 结束 。 


(5) 意译 比 原文 稍为 更 清楚 地 提示 出 分 析 与 综合 之 间 的 天 然 联系 。 经 过 前 
面 一 些 例子 ， 这 种 联系 更 明显 了 。 分 析 目 然 先 位 ， 综 合 后 继 ， 分 析 是 创造 ， 综 
合 是 执行 ， 分析 是 制定 一 个 计划 ， 综 合 是 执行 这 个 计划 。 


(6) 意译 保留 了 甚至 强调 了 原文 中 的 茶 些 占 怪 的 句子 : “把 需要 去 做 的 当 
作 已 做 好 的 : 把 要 求 寻找 的 当 作 已 经 找 剑 的 ,把 必 颁 求证 的 当 作 已 经 成 立 的 。” 
这 是 矛盾 的 , 假定 我 们 所 必须 解决 的 问题 已 经 解决 了 , 这 不 是 自欺欺人 吗 ? 这 是 
含糊 不 清 的 , 它 的 意思 指 什么 ? 如 果 我 们 紧密 地 联系 其 上 下 文 , 并 且 老 老实 实地 
尝试 去 体会 我 们 自己 在 解 题 方 面 的 经 验 ， 则 对 它 的 意思 就 很 少 会 疑惑 不 解 了 。 


我 们 首先 考虑 一 个 “求解 题 ”。 让 我 们 称 未 知 数 为 5， 已 知 数 为 8 ，b ，(。 
“把 问题 当 作 已 经 解决 的 ”这 意思 是 说 假定 存在 一 个 满足 条 件 的 x 一 一 即 具有 条 
件 所 规定 的 关于 数据 5， bp，( 的 那些 关系 。 我 们 作出 这 个 假定 ， 不 过 是 为 了 开 
始 分 析 ， 它 只 是 权宜 之 计 ， 但 又 无 伤 大 雅 。 这 是 因为 ， 如 果 没 有 这 样 的 对 象 ， 
则 不 论 分 析 把 我 们 带 向 何方 ， 它 势必 把 我 们 引导 到 最 终 无 解 的 问题 ， 于 是 它 将 
表明 我 们 的 原 问 题 无 解 。 所 以 这 种 假定 是 有 用 的 。 为 了 检验 所 给 条 件 ， 我 们 必 
须 看 出 ， 或 在 心里 描述 ， 或 几何 地 想象 出 条 件 在 x 与 9，b，( 间 所 规定 的 各 种 关 
系 ; 如 下 不 把 x 看 成 ( 或 描述 成 , 或 想象 成 ) 是 存在 的 , 我 们 又 如 何 能 做 到 这 点 呢 ! 
最 后 ， 上 述 假定 义 是 顺 乎 卓然 的 。 这 原始 人 |( 他 的 想法 和 所 作 所 为 我 们 在 评注 4 
中 己 经 讨论 过 ) , 远 在 他 真正 渡河 以 前 , 束 先 想象 他 目 己 走 在 一 标 倒 下 的 树 上 渡 
过 了 河 ; 即 他 先 把 他 的 问题 看 成 是 “已 解决 的 ”。 


“求证 题 ” 的 对 象 是 证 明 某 个 定理 A。 正 式 作 出 “假设 A 成 立 ” 的 建议 导致 
从 定理 A 导出 一 系列 结果 ， 虽 然 A 尚未 得 到 证 明 。 从 一 个 尚未 得 到 证 明 的 定理 推 
出 一 系列 结果 ， 可 能 会 使 具有 菜 种 心理 性 格 或 某 种 哲理 的 人 们 退 避 三 舍 ; 但 这 
样 的 人 无 法 开始 分 析 工 作 。 


请 与 “图 形 ，(2) ”中 的 内 容 相 比较 。 


(7) 在 上 述 意译 中 两 次 出 现下 述 重 要 人 句子: “假定 我 们 所 有 的 推导 可 逆 。” 
这 是 对 原文 的 算 改 ， 原 文 并 未 包 人 台 这 类 内 容 ， 而 在 现时 代 ， 已 经 察觉 到 缺少 这 
样 一 个 假定 并 提出 了 批评 参见“ 辅助 问题 ，( 6) ”中 可 逆 化 归 的 概念 。 


(8) 在 意译 中 听 曾 述 的 “求证 题 的 分 析 ” 在 季 句 上 与 原文 十 分 不 同 ， 但 意 
思 没 变 ， 无 论 如 何 ， 我 们 并 没有 改变 它 原 意 的 企图 。“ 求 解 题 的 分 析 ” 在 意译 
中 则 比 原文 更 具体 。 原 文 的 目标 看 来 是 描述 多 多 少 少 更 一 般 化 的 程序 ， 构 造 一 
个 等 价 辅助 问题 链 ， 这 在 “辅助 问题 ”一 节 第 ( 7) 点 中 已 有 叙述 。 


(9) 许多 初等 几何 教科 书 在 分 析 、 综 合 及 “假定 问题 已 解 ” 这 方面 ， 只 作 
了 少量 的 说 明 。 人 们 几乎 不 怀疑 : 这 种 近乎 根深 蒂 固 的 传统 ， 可 追溯 到 由 扑 斯 
的 时 代 ， 虽 然 目 前 几乎 没有 一 本 流行 教科 书 的 作者 表明 他 对 骨 扑 斯 有 任何 直接 
的 了 解 。 这 个 题目 很 重要 ， 应 当 在 初等 教科 书 中 提 到 ， 但 却 很 容易 误解 。 单 任 
它 局 限于 儿 何 教科 书 这 一 点 来 说 , 就 说 明 普 衣 地 缺乏 了 解 (参见 上 面 第 ( 2) 点评 
注 ) 。 如 果 上 面 各 个 评注 能 促进 对 这 件 事 的 了 解 ， 则 它们 所 占 篇 幅 也 就 无 可 非 
议 了 。 


对 于 其 他 的 例子 ， 不 同 的 观点 以 及 进一步 的 评论 参见 “ 倒 着 干 ” 一 节 。 


还 可 与 “ 归 诬 法 与 间接 证 明 ，|( 2) ”的 内 容 作 比较 。 


40. 拘泥 与 精通 
这 是 对 符 规 则 的 两 种 相反 的 态度 。 


(1) 不 论 场合 是 否 合适 ， 不 折 不 扣 地 、 刻 板 地 、 不 加 思索 地 应 用 某 一 规则 ， 
这 是 拘泥 迁 腐 。 某 些 拘泥 的 迁 夫 子 是 可 怜 的 傻瓜 ， 他们 自始至终 没有 理解 他 们 
如 此 不 分 青 红 拒 白 ， 亦 步 亦 趋 地 照办 的 规则 。 有 些 迁 夫子 则 很 成 功 ， 他 们 理解 
规则 ， 人 至 少 在 开始 时 { 在 成 为 迁 夫 子 之 前 ) 理解 ， 并 且 他 们 作出 了 适合 于 许多 场 
合 而 只 偶然 失利 的 民 好 选择 。 


应 用 规则 要 得 心 应 手 , 运用 自如 ; 并 且 注 意 到 规则 所 适用 的 场合 ,有 选择 、 
有 批判 地 加 以 应 用 ;不 为 规则 的 词句 而 迷失 本 意 ， 或 本 末 倒 置 或 坐 失 良 机 ， 这 
就 是 精通 。 


(2) 本 书 中 关于 问题 与 建议 的 表 ， 对 解 题 者 和 教师 可 能 都 有 帮助 。 但 是 ， 
首先 必须 了 解 这 张 表 ， 学 习 怎 样 正 确 地 应 用 这 些 问 题 与 建议 ， 并 且 通 过 试验 与 
错误 、 成 功 与 失败 、 通 过 应 用 求学 习 这 张 表 。 其 次 ， 决 不 可 拘泥 迁 腐 地 应 用 它 
们 。 你 不 应 当 按照 共 种 刻板 的 习惯 ， 不 加 选择 地 提出 问题 和 作出 建议 。 要 准备 


各 式 各 样 的 问题 和 建议 并 作出 判断 。 你 正在 做 一 件 艰巨 而 又 令 人 兴奋 的 工作 ; 
你 下 一 步 将 要 干什么 应 当 根 据 对 你 面前 的 问题 作 和 仔细 的 、 无 偏见 的 考虑 后 再 来 
决定 。 你 希望 帮助 一 个 学 生 ;， 你 对 你 的 学 生 说 些 什 么 ， 应 当 从 同情 并 了 解 学 生 
的 困难 这 点 出 发 。 


但 如 果 你 喜欢 当 一 名 迁 夫 子 而 必须 依靠 某 种 规则 ， 请 学 习 这 一 条 : 
永远 要 首先 开动 自己 的 脑筋 


41. 实际 问题 

实际 问题 在 许多 方面 与 纯 数学 问题 不 同 ， 但 求解 的 中 心思 想 与 程序 基本 上 
相同 。 实 际 工程 问题 通常 包含 数学 问题 。 关 于 这 两 类 问题 的 差别 、 类 似 之 处 与 
联系 ， 我 们 在 下 面 将 稍 加 讨 沦 。 


(1) 一 个 令 人 印象 深刻 的 实际 问题 是 在 河上 筑 坝 。 了 解 这 个 问题 不 需要 什么 
特殊 的 知识 。 儿 乎 就 在 史前 时 期 ， 远 在 有 科学 理论 的 时 期 之 前 ， 人 们 就 在 尼 罗 
河谷 以 及 世界 的 其 他 地 方 建立 过 条 种 坝 ， 这 些 地 方 的 谷物 需要 灌溉 。 


让 我 们 想象 建筑 一 个 重要 的 现代 吉 坝 问题 。 


未 知 数 是 什么 ? 这 类 问题 包含 许多 未 知 数 : 坝 的 确切 位 置 ， 它 的 几何 形状 
和 大 小 ， 建 筑 用 料 等 等 。 


条 件 是 什么 我 们 无 法 用 一 个 短 句 子 回答 这 个 问题 ， 因 为 有 许多 条 件 。 在 
如 此 庞大 的 一 个 项 目 中 ， 需 要 满足 许多 重要 的 经 济 要 求 ， 并 且 要 尽量 不 妨碍 别 
的 要 求 。 这 坝 应 提供 电力 ， 能 灌溉 ， 给 茶 城 市 供水 并 有 助 于 控制 洪水 。 另 一 方 
面 ， 它 尽量 不 妨碍 搬运 、 或 有 重要 经 济 价值 的 鱼 类 、 或 美丽 的 风景 等 等 。 当 然 
还 应 该 尽量 节约 ， 工 程 进 度 应 尽量 快 。 


已 知 数据 是 什么 ? 所 需要 的 数据 数量 极 大 。 我 们 需要 关于 河流 及 其 文 流 附 
近 地 区 的 地 形 地 貌 数 据 ， 对 基础 的 坚固 性 ， 可 能 有 的 渗 汤 等 重要 的 地 质数 据 ， 
以 及 可 用 的 建筑 材料 ， 关 于 年 降雨 量 和 洪水 高 度 方面 的 气象 数据 ， 关 于 被 淹 土 
地 的 价值 、 材 料 和 劳力 费用 等 方面 的 经 济 数据 ， 如 此 等 等 。 


此 例 说 明 在 实际 问题 中 ， 未 知 数 、 已 知 数据 与 条 件 要 比 数学 问题 更 复杂 3 
且 定 义 得 没 那 么 清楚 。 


(2) 为 了 解决 一 个 问题 ， 我 们 需要 有 一 定数 量 的 、 以 前 获得 的 知识 。 现 代 
工程 师 具 有 大 量 的 高 度 专门 化 的 知识 可 加 以 运用 ， 例 如 材料 强度 的 科学 理论 、 
他 本 人 的 经 验 以 及 专门 技术 文献 中 所 贮存 的 大 量 工 程 经 验 。 这 里 我 们 不 能 利用 
这 些 专 门 知识 ， 但 我 们 可 以 设想 一 个 古代 埃及 坦 坝 的 建造 者 在 想 些 什么 。 


他 当然 看 匈 过 各 式 各 样 的 坝 ( 或 许 较 小 ) : 土 千 的 或 砖 石 砌 成 的 防水 堤 。 他 
看 见 过 挟 带 各 种 泥 石 的 洪水 向 堤 岸 压 来 。 他 可 能 协助 整治 过 洪水 所 产生 的 侵蚀 
与 破损 。 他 可 能 看 见 过 在 洪水 冲击 下 决口 的 堤坝 。 他 肯定 昕 说 过 关于 经 受 儿 世 
纪 考 验 的 堤坝 或 由 于 意外 决口 本 成 大 初 的 故事 。 在 他 的 脑海 中 可 能 已 经 搬 绘 了 


一 幅 河 水 压迫 如 面 和 内 部 应 力 应 变 的 情景 。 


然而 埃及 堤坝 建造 者 并 没有 关于 流体 压力 或 固体 内 部 应 力 应 变 方面 的 精 
确定 量 的 科学 概念 。 这 些 概念 是 现代 工程 师 的 知识 库 中 的 主要 部 分 。 后 者 还 使 
用 了 不 少 尚 未 完全 殖 于 精确 科学 水 平 的 知识 ;他 所 知道 的 关于 流水 侵蚀 、 淤 泥 
流 迁 、 茶 些 材料 的 弹 塑性 以 及 其 他 尚未 弄 清 的 特性 方面 的 知识 ， 就 是 这 样 一 种 
带 有 经 验 性 的 知识 。 


上 述 例子 表明 ， 在 实际 问题 中 所 需要 的 知识 和 所 使 用 的 概念 比 在 数学 问题 
中 更 复杂 ， 定 义 得 也 不 那么 清楚 。 


(3) 在 实际 问题 中 ， 未 知 数 、 已 知 数据 、 条 件 、 概 念 、 所 需要 的 预备 知识 ， 
每 一 项 都 比 纯粹 数学 问题 更 复杂 ， 更 不 清楚 。 这 是 重要 的 差别 ， 或 许 是 主要 的 
差别 ， 并 且 它 肯定 还 包含 更 多 的 差别 ， 但 对 于 这 两 类 问题 来 说 ， 求 解 的 基本 中 
心思 想 与 程序 看 来 却 是 相同 的 。 


有 一 种 广 为 流 传 的 意见 ， 即 实际 问题 比 数学 问题 需要 更 多 的 经 验 。 这 可 能 
如 此 。 但 很 可 能 ， 这 种 差别 只 存在 于 所 需要 知识 的 性 质 ， 而 不 是 我 们 对 问题 的 
态度 。 在 解决 这 样 那样 的 问题 时 ， 我 们 必须 依赖 我 们 在 处 理 类 似 问题 方面 的 经 
验 ， 我 们 经 常 问 这 个 问题 : 你 是 否 见 过 相同 的 问题 ， 只 是 形式 上 稍 有 不 同 你 知 
道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 


在 解决 一 个 数学 问题 时 ， 我 们 经 疗 从 非常 清楚 的 概念 出 发 ， 这 些 概念 在 我 
们 心中 是 井然 有 序 的 。 在 解决 一 个 实际 问题 时 ， 我 们 被 迫 从 颇 为 含糊 不 清 的 概 
念 出 发 ， 于 是 把 这 些 概念 搞 清楚 可 能 成 为 问题 的 一 个 重要 部 分 。 这 样 ， 今 天 的 
医学 比 巴 斯 特 以 前 的 时 代 更 有 能 力 去 检验 传染 病 ， 那 时 “传染 ”这 一 概念 本 身 
还 是 颇 为 模糊 的 ,你 是 否 已 将 问题 包含 的 所 有 必要 的 概念 都 考虑 在 内 ? 对 于 各 类 
问题 来 说 ， 这 都 是 个 很 好 的 问题 。 但 它 的 应 用 ， 随 着 所 涉及 的 概念 性 质 而 变化 
很 大 。 


在 一 个 陈述 的 数学 问题 中 ， 所 有 已 知 数据 与 有 关 条 件 的 所 有 条 球 部 是 必 不 
可 少 的 ， 从 而 必须 加 以 考虑 。 在 实际 问题 中 ， 我 们 有 大 量 的 已 知 数据 与 条 件 ; 
我 们 力求 尽 可 能 多 地 加 以 考虑 ， 但 我 们 却 不 得 不 忽略 一 部 分 。 就 拿 大 坝 设计 者 
为 例 来 说 吧 ， 他 考虑 了 公众 的 利益 和 重大 的 经 济 利益 ， 但 他 不 得 不 舍 去 次 要 的 
要 求 与 损害 。 严 格 说 来 ， 他 问题 中 的 已 知 数据 是 数不胜数 的 。 例 如 ， 他 可 能 愿 
意 多 了 解 一 些 地 基 的 地 质 性 质 ， 但 他 最 后 毕竟 必须 停止 收集 地 质数 据 ， 虽 然 不 
可 避免 地 仍然 有 一 些 不 清楚 的 地 方 。 


你 是 否 利用 了 所 有 的 已 知 数据 你 是 否 利用 了 整个 条 件 ; 当 我 们 处 理 纯 数 
学 问题 时 ， 我 们 不 能 放 过 这 些 问 题 。 但 在 实际 问题 中 ， 我 们 应 当 改 变 这 些 问 题 
的 形式 : 你 是 否 利用 了 可 能 对 求解 有 显著 作用 的 所 有 数据 ? 你 是 否 利用 了 可 能 对 
求解 显 戎 影响 的 全 部 条 件 ? 我 们 估量 一 下 现成 可 用 的 有 关 资 料 ， 如 果 必 要 的 话 ， 
我 们 再 去 收集 一 些 ， 但 最 终 我 们 必定 要 停止 收集 ， 我 们 必 会 在 某 处 划 地 为 界 不 
再 越 和 雷池 一 步 ， 我 们 不 能 不 忽略 茶 些 东 西 ， 正 是 : “ 夺 要 航行 无 险 ， 除 非 永 不 


下 海 ”。 常 党 存在 着 大 量 过 剩 数据 ， 这 些 过 剩 数据 对 解答 的 最 终 形 式 其 实 并 无 


明显 影响 。 


(4) 二 埃及 坝 的 设计 者 不 得 不 依靠 其 经 验 的 朴素 的 解释 ， 他 们 除 此 之 外 ， 
别 无 其 他 可 以 依据 的 东西 。 现 代 工 程 师 不 能 单单 依 徘 普通 第 识 ， 特 别 当 他 的 方 
案 是 一 种 崭新 而 大 胆 的 设计 时 更 是 如 此 ; 他 必须 计算 所 设计 的 坦 坝 的 抗力 ， 定 
量 地 预测 其 内 部 的 应 力 和 应 变 。 为 此 , 他 必须 应 用 弹性 理论 ( 这 种 理论 颇 适 用 于 
混凝土 结构 问题 | 。 为 了 应 用 此 理论 , 他 需 用 大 量 数学 ; 而 实际 工程 问题 也 引出 
数学 问题 。 


这 种 数学 问题 技术 性 过 强 , 这 里 不 予 讨论 ; 对 它 我 们 只 能 做 一 般 性 的 评论 。 
在 建立 和 解决 从 实际 问题 引出 的 数学 问题 时 ， 我 们 通常 只 能 满足 于 近似 。 我 们 
不 得 不 舍 去 实际 问题 中 的 某 些 次 要 的 数据 和 条 件 。 因 此 在 计算 中 允许 有 小 的 误 
差 是 合理 的 ， 特 别 当 我 们 失去 精确 性 但 获得 简单 性 的 时 候 更 是 如 此 。 


(5) 关于 引起 普 过 兴趣 的 近似 问题 还 可 以 谈 很 多 。 然 而 ， 我 们 不 能 假定 读 
者 有 任何 专门 化 的 数学 知识 ， 所 以 我 们 这 里 仅 限 于 举 出 一 个 直观 而 富有 局 发 性 
的 例子 。 


画 地 图 是 个 重要 的 实际 问题 。 设 计 一 张 地 图 时 , 我 们 第 常 假定 地 球 是 圆 的 。 
但 这 仅 是 个 近似 的 假设 而 并 非 精确 的 真理 。 地 球 表 面 完 全 不 是 一 个 数学 上 上 所定 
义 的 球面 ， 而 且 我 们 消 楚 地 知道 ， 地 球 在 两 极 变 成 扁平 。 然 而 ， 假 定 地 球 是 个 
球 ， 找 们 可 以 更 容易 画 出 它 的 地 图 。 我 们 在 简单 性 方面 押 获 甚 多 而 在 精确 性 方 
面 所 失 并 不 太 多 。 事 实 上 ， 我 们 设想 有 个 球 和 地 球 一 模 一 样 ， 它 在 赤道 处 的 直 
径 为 5 英尺 ， 由 于 地 球 两 极 扁平 ， 所 以 它 两 极 间 的 距离 小 于 25 英尺 ， 但 仪 仅 短 
一 英寸 。 因 此 球体 是 一 个 很 好 的 实际 近似 。 


42、 求 解 题 ， 求 证 题 
我 们 将 这 两 类 问题 进行 比较 。 


(1)“ 求 解 题 ” 的 目的 是 找 出 某 个 对 象 ， 即 问题 的 未 知 数 。 


未 知 数 在 拉丁 文中 称 为 “quaesitum”， 或 要 找 的 东西 ， 或 需求 的 东西 。 
“求解 题 ” 可 以 是 理论 的 或 实际 的 ， 抽 象 的 或 具体 的 ， 严 肃 的 问题 或 仅仅 是 谜 
语 。 我 们 可 以 寻求 各 种 各 样 的 未 知 数 。 我 们 可 以 尝试 去 发 现 、 得 到 、 获 取 、 产 
生 、 或 者 构造 所 有 各 种 各 样 想象 得 到 的 对 象 。 在 侦探 小 说 里 ,未知 数 是 个 久 手 ; 
在 下 棋 问 题 中 ， 未 知 数 是 棋 手 的 下 一 步 棋 。 在 某 些 初 等 代数 问题 中 ， 未 知 数 是 
一 个 数 。 在 一 个 几何 作 图 问题 中 ， 未 知 数 是 一 个 图 形 。 


(2“ 求 证 题 ” 的 目的 是 最 终 说 明 某 个 清晰 陈述 的 推断 是 成 立 还 是 不 成 立 。 
我 们 必须 回答 这 问题 ;这 推断 是 成 立 还 是 不 成 YY? 并 且 我 们 必须 通过 证 明 谈 推断 
成 立 或 不 成 立 来 作出 最 终 的 回答 。 


一 个 证 人 肯定 ， 被 告 菜 晚 是 在 家 的 ， 法 官 必须 查 明 此 断言 究竟 是 真实 的 还 
是 不 真实 的 。 此 外 ， 他 还 必须 尽 可 能 地 给 出 充分 的 理由 。 这 样 ， 法 官吏 有 了 一 


个 “求证 题 ”。 妃 一 个 “求证 题 ” 是 “证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 ”。 我 们 不 说 “证 
明 或 推翻 毕 达 哥 拉 斯 定理 ”。 从 茶 些 方面 来 说 ， 在 问题 的 陈述 中 包括 推翻 的 可 
能 性 在 内 可 能 更 好 。 但 因为 我 们 已 知 推翻 此 定理 的 可 能 性 很 小 , 所 以 可 以 略 去 。 


(3) “求解 题 ” 的 主要 部 分 是 : 未知 数 、 已 知 数据 与 条 件 。 


如 果 我 们 必须 作 一 个 具有 边 3 ，b ， (的 三 角形 ， 则 未 知 数 是 个 三 角形 ， 已 
知 数 为 其 三 边 :，b，c， 而 三 角形 要 满足 条 件 ， 即 其 三 边 具 有 给 定 的 长 度 a ,bb， 
c。 如 果 我 们 必须 作 一 个 三 角形 ， 它 的 三 个 高 是 ，b，c， 则 未 知 数 是 与 上 题 同 
一 类 型 的 对 象 ， 数 据 也 相同 ， 但 联系 未 知 数 与 已 知 数 的 条 件 则 不 同 。 


(4) 如 宁 一 个 “求证 题 ” 属 于 通 币 一 类 数学 问题 ， 则 其 主要 部 分 是 符 证 或 
符 推 翻 定理 的 前 提 与 结论 。 


“如 果 四 边 形 的 四 边 相 等 ， 则 三 对 角 线 互相 垂直 ”。 在 这 人 句 话 中 ， 从 “ 则 ” 
开始 的 下 半 名 是 结论 ， 而 以 “如 果 ” 开 始 的 上 半 句 是 前 提 。 


[ 并非 所 有 的 数学 定理 都 能 目 然 地 划分 成 前 提 与 结论 两 部 分 。 例 如 ， 下 列 
定理 就 儿 乎 不 可 能 这 样 划 分 : “质数 有 无 穷 多 个 ”。 |] 


(5) 如果 你 希望 解 一 个 “求解 题 ”， 你 必须 知道 并 且 十 分 准确 地 知道 其 主 
要 部 分 : 未 知 数 ， 已 知 数 与 条 件 。 我 们 的 表 中 有 不 少 关 于 这 些 主要 部 分 的 问题 
与 建议 。 


未 知 数 是 什么 ? 已 如 数 是 什么 ? 条 件 是 什么 ? 

把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 

找 出 已 知 数 与 未 知 数 间 的 联系 。 

看 着 未 知 数 ! 试想 出 一 个 具有 相同 或 相似 未 知 数 的 熟悉 的 问题 。 


仅仅 保持 条 件 的 一 部 分 ， 而 舍 去 其 余部 分 ， 这 样 对 于 未 知 数 能 确定 到 什么 
程度 它 会 怎样 变化 ? 你 能 不 能 从 已 知 数据 导出 某 些 有 用 的 东西 ? 你 能 不 能 想 出 
适 于 确定 此 未 知 数 的 其 他 已 知 数 ; 如 果 需 要 的 话 你 能 不 能 改变 未 知 数 或 已 知 数 ， 
或 者 二 者 都 改变 ， 使 得 新 未 如 数 和 新 已 知 数 彼此 更 接近 ? 


你 是 否 利用 了 所 有 的 已 知 数 ? 你 是 否 利用 了 整个 条 件 ? 


(6) 如 果 你 想 解决 一 个 “求证 题 ”， 你 必须 知道 而 且 非 党 准确 地 知道 其 主 
要 部 分 ， 即 前 提 与 结论 。 关 于 这 些 主要 部 分 ， 有 些 有 用 的 问题 与 建议 与 我 们 表 
中 那些 特别 适合 于 “求解 题 ”的 问题 与 建议 一 一 相对 应 。 


前 提 是 什么 ? 结论 是 什么 ? 
把 前 提 的 各 个 部 分 分 开 。 

找 出 前 提 与 结论 间 的 联系 。 
看 着 结论 ! 试想 出 一 个 具有 相同 或 相似 结论 的 熟悉 的 定理 。 


仅仅 保持 前 提 的 一 部 分 ， 侈 去 其 余部 分 ， 这 结论 是 否 仍 有 效 ? 你 能 不 能 从 
前 提 导 出 茶 些 有 用 的 东西 你 能 不 能 想 出 容易 导出 此 结论 的 其 他 前 提 ? 如 果 需 要 
的 话 ， 你 能 不 能 改变 前 提 ， 或 改变 结论 ， 或 者 二 者 都 改变 ， 使 得 新 前 提 和 新 结 
论 人 彼此 更 接近 ? 


你 是 否 利 用 了 整个 前 提 ? 


(7) 在 初等 数学 中 ，“ 求 解 题 ” 更 重要 ， 在 高 等 数学 中 ，“ 求 证 题 ” 更 重 
要 。 本 书 比较 着 重 “ 求 解 题 ”。 作 者 希望 在 有 关 本 论题 的 一 部 更 详尽 的 著作 中 
重新 对 这 两 类 问题 作 平衡 处 理 。 


43 ， 进展 与 成 就 

你 有 任何 进展 吗 ? 主要 成 就 是 什么 ? 在 解 题 过 程 中 ， 你 可 能 问 目 己 或 者 问 一 
个 你 督促 其 功课 的 学 生 。 这 样 ， 我 们 惯 于 或 多 或 少 满怀 信心 地 判断 具体 情况 下 
的 进展 与 成 就 。 但 由 这 种 具体 情况 进一步 得 到 一 个 普 过 性 叙述 却 很 不 容易 。 可 
是 ， 如 果 我 们 想 促 使 我 们 对 探索 法 的 研究 进一步 完整 的 话 ， 我 们 必须 进行 这 一 
步 ， 而 且 我 们 必须 力图 弄 清楚 ， 在 普 近 意义 上 ， 解 题 中 的 进展 与 成 就 包含 哪些 
内 容 。 


(1) 为 了 解 题 , 我 们 必须 具备 本 论题 方面 的 知识 并 且 必须 对 我 们 现 有 的 , 但 
原来 属于 休眠 状态 的 知识 进行 挑选 并 收集 相关 内 容 。 我 们 对 该 问题 的 理解 在 问 
题 结 束 时 总 比 开 始 时 要 丰富 得 多 ; 增加 了 些 什么 呢 ; 从 我 们 的 记忆 中 , 我 们 成 功 
地 汲取 了 什么 呢 ? 为 了 得 到 解答 , 我 们 必须 回忆 各 式 各 样 的 基本 事实 。 如 果 是 个 
数学 问题 ， 则 我 们 为 了 得 到 解答 ， 必 须 回忆 以 前 解答 过 的 问题 ， 已 知 的 定理 和 
定义 。 从 我 们 的 记忆 中 汲取 这 些 有 关内 容 可 称 之 为 “动员 ”。 


(2) 然而 ， 为 了 解 题 ， 仅 收集 上 述 孤 立 的 事实 是 不 够 的 ， 我 们 还 必须 把 上 
述 事实 组 合 起 来 ， 并 使 之 比较 适用 于 我 们 手头 的 问题 。 这 样 ， 在 解 一 个 数学 问 
题 时 ， 我 们 必须 将 所 收集 到 的 材料 联 成 适用 的 一 个 整体 ， 从 而 构造 一 种 引 理 。 
这 种 加 以 组 合 和 使 之 适用 的 活动 可 取 名 为 “组 织 ”。 


(3) 实际 上 ， 动 员 和 组 织 绝 不 能 真正 相互 分 开 。 当 我 们 全 神 贯 注 地 解 题 时 ， 
我 们 仅仅 回想 那些 与 我 们 目的 多 多 少 少 有 联系 的 事情 ， 并 且 除 了 我 们 已 经 收集 
和 动员 的 资料 以 外 ， 别 无 其 他 内 容 可 加 以 联系 和 组 织 。 


动员 与 组 织 只 不 过 是 同一 复杂 过 程 的 两 个 侧面 ， 这 种 过 程 还 有 许多 其 他 侧 


(4 工作 进展 的 另 一 侧面 是 : 概念 变换 的 方式 。 收 集 了 资料 并 进行 加 工 以 
后 ， 我 们 关于 问题 的 概念 在 结束 时 比 在 开始 时 丰富 得 多 了 。 由 于 我 们 想 从 初始 
的 概念 前 进 到 一 个 更 满足 要 求 的 、 更 适用 的 概念 ， 我 们 可 以 答 试 从 不 同 的 观点 
并 从 各 个 不 同 的 侧面 观察 此 问题 。 如 果 不 “ 变 化 问题 ”， 我 们 几乎 不 能 有 什么 
进展 。 


(5) 当 我 们 旨 最 终 目 标 进展 时 ， 我 们 越 来 越 请 楚 地 看 到 它 ， 当 我 们 看 它 看 


得 越 清 楚 时 ， 则 我 们 判断 自己 离 它 越 来 越 近 。 我 们 还 越 来 越 清楚 地 预见 到 ， 对 
于 求解 ， 我 们 应 该 做 些 什么 和 怎样 做 。 解 决 数学 问题 时 ， 我 们 可 能 预见 到 ， 某 
个 已 知 定理 可 能 用 得 着 ， 某 个 已 解决 的 问题 可 能 有 帮助 ， 返 回 到 某 个 专业 术语 
的 定义 去 可 能 是 必要 的 。 但 我 们 并 不 能 肯定 无 疑 地 加 以 预见 ， 而 具 不 过 以 某 种 
程度 的 似乎 可 信 来 预见 它们 而 已 。 然 而 如 果 没 有 这 种 仅仅 是 “似乎 可 信 ” 的 和 
假设 的 考虑 , 我 们 将 永远 不 能 找到 最 终 的 、 肯 定 的 结果 。 我 们 需要 探索 式 论证 。 


(6) 趋向 解答 的 进展 是 什么 ? 进一步 动员 与 组 织 我 们 的 知识 ， 改 进 我 们 对 问 
题 的 理解 ， 增 加 我 们 对 构造 最 终 论证 的 步骤 的 预见 性 ， 这 些 都 是 进展 。 我 们 可 
能 以 难以 察觉 的 小 碎 步 缓 缓 前 进 ， 但 时 而 又 飞腾 跳跃 ， 突 飞狐 进 。 向 求解 的 突 
然 进展 称 为 “好 念头 ”、“ 妙 主意 ”、“ 巧 想法 ”、“ 灵 机 一 动 ”[ 在 德语 中 还 
有 一 个 更 技术 性 的 词汇 叫 “Einfal|( 点 子 ) ”]。 什么 是 好 念头 ? 是 我 们 观点 上 的 
一 次 重 人 突变 ， 我 们 看 问题 方式 的 一 个 骤然 变动 ， 在 解 题 步 骤 方 面 的 一 个 刚刚 
露头 的 有 信心 的 预感 。 


(7) 上述 考虑 为 我 们 表 中 的 问题 和 建议 提供 了 合适 的 背景 。 


许多 问题 和 建议 的 直接 目的 是 动员 我 们 以 前 得 到 的 知识 : 你 以 前 见 过 它 吗 ? 
你 是 否 见 过 相同 的 问题 而 形式 稍 有 不 同 ? 你 是 否 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 你 是 
否 知 道 一 个 可 能 用 得 上 的 定理 ? 看 着 未 知 数 ,试想 出 一 个 具有 相同 未 知 数 或 类 似 
未 知 数 的 熟悉 的 问题 。 


在 茶 些 典型 情况 下 ， 我 们 认为 我 们 已 经 收集 了 合适 的 材料 ， 于 是 我 们 争取 
把 我 们 已 经 动员 的 内 容 组 织 得 更 好 些 : 这 里 有 一 个 与 你 有 关 且 早已 解决 的 问题 ， 
你 能 不 能 利用 它 ? 你 能 不 能 和 利用 它 的 结果 ? 你 能 不 能 利用 它 的 方法 为 了 能 利 
用 它 ， 你 是 否 应 该 引入 某 些 辅助 元 素 ? 


还 有 其 它 的 典型 情况 ， 在 这 些 典 型 情况 下 ， 我 们 认为 我 们 尚未 收集 到 足够 
的 材料 。 我们 怀疑 丢 反 了 什么 : 你 是 否 利 用 了 所 有 的 已 知 数据 ? 你 是 否 利 用 了 整 
个 条 件 ? 你 是 否 考虑 了 包含 在 问题 中 的 所 有 必要 概念 


有 些 问 题 直 接 以 变化 问题 为 目的 : 你 能 不 能 重新 叙述 这 个 问题 你 能 不 能 
重新 叙述 得 更 不 同 坚 ?许多 问题 的 目的 是 用 特殊 手段 来 变化 问题 的 , 如 回 到 “ 定 
义 ” 去 ， 利 用 “类 比 ”，“ 普 过 化 ”，“ 特 殊 化 ”，“ 分 解 与 重新 组 合 ”。 


还 有 其 它 的 问题 建议 我 们 去 尝试 预测 我 们 所 力图 取得 的 解答 具有 什么 性 
质 : 满足 条 件 是 否 可 能 ? 为 了 确定 未 知 数 ， 条 件 是 否 充分 或 者 它 是 否 不 充分 ? 
或 者 它 是 多 余 的 ?或 者 它 是 矛盾 的 ? 


我 们 表 中 的 问题 和 建议 并 不 直接 提 到 好 念头 ， 但 实际 上 ， 上 所 有 的 问题 和 建 
议 都 与 它 有 关 。 了 解 问题 是 为 好 念头 的 出 现 作 准备 ;制订 计划 是 试 几 引发 它 ; 
在 引发 以 后 ， 我 们 实现 它 ， 回 顾 此 过 程 和 求解 的 结果 ， 我 们 是 试图 更 好 地 利用 
a 


44. 谜语 


根据 第 3 节 ， 我 们 表 中 的 问题 和 建议 与 论题 无 关 ， 可 以 适用 于 所 有 各 类 问 
题 。 用 形形色色 的 谜语 来 若 验 我 们 这 人 句 话 是 十 分 有 趣 的 。 


例如 ， 下 列 各 字 

DRY OXTAIL IN REAR 

问题 是 组 字 游 戏 ， 即 ， 将 这 些 字 中 的 字母 重新 组 合成 男 一 个 字 。 我 们 很 感 
兴趣 地 注意 到 ， 在 解 这 个 谜语 时 ， 表 中 有 好 儿 个 问题 是 贴切 的 ， 甚 至 是 有 促进 
作用 的 。 


未 知 数 是 什么 ? 一 个 字 。 

已 知 数据 是 什么 四 个 字 : DRY 0XTAIL |N REAR。 

条 件 是 什么 ? 所 求 的 字 有 15 个 字母 , 即 上 述 四 个 字 中 的 字母 。 它 可 能 是 个 不 
太 常见 的 英文 字 。 

画 张 图 。 标 出 十 五 个 空格 很 有 用 。 


你 能 重新 叙述 这 问题 吗 ? 我 们 必须 找 出 一 个 学 ， 它 的 字母 是 

A AEIIOY DLNRRRTX 

这 说 法 肯定 与 前 面 的 问题 等 价 ( 参见 “辅助 问题 ”， 第 ( bj) 点) 。 这 种 重新 
叙述 可 能 很 有 好 处 。 把 元 音 和 辅音 分 开 ({ 这 点 很 重要 ， 不 是 按 字 母 顺 序 排列 ) ， 
我 们 会 看 到 问题 的 另 一 个 侧面 。 我 们 看 出 所 找 的 字 有 七 个 音节 ， 除 非 它 有 某 些 
双 元 首 。 


如 采 你 不 能 解决 所 提 的 问题 ， 答 试 移 解决 一 个 与 此 有 关 的 问题 。 用 给 定 的 
字母 中 的 一 部 分 来 组 字 就 是 一 个 有 关 的 问题 。 我 们 肯定 能 组 成 这 种 短 的 字 。 然 
后 我 们 尝试 去 找 越 来 越 长 的 字 。 我 们 所 用 的 字母 越 多 ， 我 们 距 所 找 的 字 可 能 就 
越 近 。 


你 能 不 能 解决 问题 的 一 部 分 ?所 找 的 字 既 然 这 样 长 , 它 必 可 清楚 地 分 成 几 部 
分 。 它 大 概 是 一 个 复合 字 ， 或 者 它 可 通过 添加 利 见 的 字 尾 而 由 某 个 其 他 的 字 派 
生出 来 。 它 可 能 是 哪个 常见 的 字 尾 呢 


] 可 能 尝试 去 想 一 个 长 的 字 ， 


仅仅 保持 条 件 的 一 部 分 ， 舍 去 其 余部 分 。 我 介 
它 有 一 个 4 和 一 个 Y 。 


~ 
它 可 能 有 多 至 七 个 字母 但 却 有 相对 较 少 的 辅音 ， 


我 们 表 中 的 问题 与 建议 并 非 灵 丹 妙 药 。 它 们 不 能 使 我 们 不 费 吹 灰 之 力 而 解 
答 所 有 可 能 的 谜语 。 如 果 读 者 想 找到 这 个 字 ， 他 必须 继续 划 思 闫 想 。 表 中 的 问 
题 与 建议 所 起 的 作用 是 “开动 脑 篇 ”。 当 我 们 因 不 成 功 而 诅 形 时 ， 我 们 倾向 于 
放弃 它 ， 而 这 些 问 题 与 建议 却 可 以 癌 我 们 提示 一 种 新 的 尝试 、 新 侧面 、 问 题 的 
一 个 新 变化 、 一 种 新 的 促进 因素 ; 它们 使 我 们 继续 思索 。 


男 外 一 个 例子 见 “ 分 解 与 重新 组 合 ， 第 (8 点”。 


45 ， 归 廖 法 与 间接 证 明 
归 雇 法 和 间接 证 明 是 两 种 不 同 的 、 然 而 相互 关联 的 过 程 。 


归 请 法 是 利用 导出 一 个 明显 的 请 误 来 证 明 假 设 不 成 立 。 归 廖 法 是 个 数学 过 
旺 ， 但 它 和 讽刺 家 所 爱好 的 做 法 一 一 反 话 ， 却 有 几 分 相似 。 反 话 ， 很 明显 地 采 
纳 录 个 见解 ， 但 强调 它 并 且 过 分 强调 它 ， 直 到 产生 一 个 显然 的 诬 误 。 


~ 


间接 证 明 是 通过 证 明 相 反 的 假设 不 成 立 来 证 明 某 个 推断 成 立 。 因 此 间接 证 
明 与 政客 用 败坏 对 手 声誉 的 办 法 来 建立 自己 候选 人 威信 的 诡计 有 几 分 相似 。 


归 诬 法 与 间接 证 明 都 是 发 明 创造 的 有 效 工 具 ， 这 些 发 现 创造 是 在 一 个 专心 
致 志 的 头脑 中 自然 涌现 出 来 的 。 然 而 有 少数 哲学 家 和 不 少 初 学 者 却 不 喜欢 归 请 
法 和 间接 证 明 ， 这 是 可 以 理解 的 ， 爱 控 兰 的 讽刺 家 和 诡 诈 的 政客 并 不 能 投 每 人 
所 好 。 我 们 将 先 用 例子 说 明 这 两 种 过 程 是 有 效 的 ， 然 后 再 讨论 对 它们 的 反对 意 


见 。 


(1) 归 诬 法 。 在 0 ，1…, 9 这 10 个 数学 中， 每 个 都 要 用 一 次 且 只 允许 用 一 次 ， 
写 出 几 个 数 使 得 其 和 数 恰 为 | 00 。 


在 尝试 解决 这 个 谜语 时 ， 我 们 会 学 到 一 些 东 西 ， 但 谜语 的 叙述 还 需要 某 些 
说 明 。 


未 知 数 是 什么 ? 一 组 数字 ; 当然 ， 这 里 数 的 意思 是 指 普 通 整数 。 

给 定 的 已 知 数 是 什么 ! 数 100 。 

条 件 是 什么 条 件 有 两 部 分 。 首 先 ， 写 这 组 数 时 ， 我 们 必须 使 用 | ，1 ，…9 
这 十 个 数字 中 的 每 一 个 ， 而 且 每 个 数字 只 能 用 一 次 。 其 次 ， 这 组 数 之 和 必须 为 
100 。 


仅仅 保持 条 件 的 一 部 分 ， 售 去 其 余部 分 。 单 独 第 一 部 分 容易 满足 。 例 如 这 
组 数 19，28，37，46，50， 每 个 数字 仅 出 现 一 次 。 当 然 ， 条 件 的 第 二 部 分 并 未 
满足 ， 其 和 为 180 ， 而 不 是 100 。 但 是 我 们 可 以 做 得 更 好 些 。“ 试 试 ， 再 试 试 。” 
好 ， 


19+28+30+7+6+5+4=99 
条 件 的 第 一 部 分 满足 ， 第 二 部 分 差 一 点 满足 ;但 我 们 得 到 的 是 9 ， 还 不 是 100 。 
当然 ， 如 果 我 们 舍 去 条 件 的 第 一 部 分 ， 则 很 容易 满足 第 二 部 分 : 

19+28+3| +7+6+5+4=100 
但 这 不 满足 条 件 的 第 一 部 分 : 数字 1 出现 了 两 次 ， 而 0 根本 不 出 现 ， 其 他 数字 则 
全 都 对 头 。“ 试 试 ， 再 试 试 ”。 


然而 ， 在 儿 次 试验 都 不 成 功 之 后 ， 我 们 可 能 产生 了 怀疑 : 按照 所 要 求 的 方 
式 是 否 不 可 能 得 到 100? 终于 涌现 了 下 述 问题 : 证明 所 提 条 件 的 两 个 部 分 不 可 能 
同时 满足 。 


即使 是 十 分 优秀 的 学 生 也 可 能 感到 这 个 问题 超出 了 他 们 力所能及 的 范围 。 
但 如 果 我 们 有 正确 的 态度 ， 并 不 难 回 答 。 我 们 必须 检验 一 下 “能 同时 满足 此 条 
件 的 两 部 分 ”这 一 假想 情况 。 


我 们 猜测 这 种 情况 实际 上 不 会 发 生 ， 而 我 们 的 猜疑 ， 基 于 我 们 屡 试 不 成 的 
经 验 ， 是 有 某 些 根据 的 。 无 论 如 何 ， 让 我 们 虚心 地 正视 这 种 所 谓 条 件 两 部 分 均 
能 得 到 满足 的 假想 的 、 想 象 的 、 宣 称 而 未 得 到 证 实 的 情况 。 我 们 想象 有 一 组 数 ， 
其 和 为 100 。 它 们 必定 是 一 些 有 一 位 或 两 位 数字 的 数 。 我 们 这 里 有 十 个 数字 0， 1， 
2 ，!) ， 由 于 题 中 规定 每 个 数字 正好 只 出 现 一 次 ， 所 以 它们 彼此 不 相同 。 
于 是 ， 这 10 个 数字 之 和 为 

0+| +2+3+4+5+6+7+8+9=45 
这 些 数字 ， 有 的 用 来 表示 个 位 数 ， 有 的 用 来 表示 十 位 数 。 稍 具 头 脑 就 会 想起 这 
个 念头 ， 即 ， 表 示 十 位 数 的 数字 之 和 可 能 有 茶 种 重要 性 。 事 实 上 , t 表示 此 数字 
和 ， 则 其 余数 字 表 示 个 位 数 ， 其 和 为 45.t 。 因 此 ， 这 组 数 之 和 必 为 
10t +(45—t)=100 
这 是 个 确定 t 的 方程 。 它 是 个 一 次 方程 ， 可 求 得 
t =5519 

现在 ， 肯 定 有 杂种 错误 。 所 得 t 值 竟 不 是 整数 ， 而 t 当然 应 该 是 整数 。 我 们 假定 
所 给 条 件 的 两 个 部 分 能 同时 满足 ， 从 这 一 假定 出 发 ， 我 们 已 经 导出 了 明显 的 请 
误 。 如 何 解释 这 一 点 呢 ? 我 们 原先 的 假定 一 定 是 错误 的 ; 即 条 件 的 两 部 分 不 能 世 
时 得 到 满足 。 于 是 我 们 达到 了 我 们 的 目的 : 我 们 已 经 成 功 地 证 明了 所 提 条 件 的 
两 个 部 分 是 不 相 容 的 。 


上 述 论证 是 典型 的 “ 归 廖 法 ”。 


( 引 1) 注解。 让 我 们 回顾 上 述 论证 并 了 解 其 普 壳 趋势 。 


我 们 希望 证 明 某 个 条 件 不 可 能 得 到 满足 ， 即 ， 该 条 件 的 所 有 各 部 分 同时 得 
到 满足 的 情况 永 不 会 发 生 。 但 是 ， 如 果 我 们 迄今 并 未 作出 任何 证 明 ， 则 我 们 就 
不 得 不 正视 这 种 情况 有 发 生 的 可 能 性 。 只 有 干脆 面 对 这 一 假设 情况 ， 并 仔细 地 
加 以 检验 ， 我 们 才 有 希望 从 中 查 出 茶 个 确定 无 疑 的 错误 之 处 。 如 果 我 们 希望 确 
切 地 证 明 这 情况 不 可 能 发 生 ， 那 么 我 们 必须 从 茶 个 确定 无 疑 的 错误 之 处 着 手 。 
因此 ， 我 们 可 以 看 出 ， 在 我 们 例子 中 已 成 功 的 做 法 是 普遍 合理 的 : 就 是 即使 条 
件 的 所 有 各 部 分 都 得 到 满足 这 一 假想 情况 看 起 来 极 不 可 能 发 生 ， 我 们 也 必须 对 
它 加 以 检验 。 


更 有 经 验 的 读者 可 能 从 这 里 看 出 另外 一 点 : 上 述 做 法 的 主要 一 步 是 对 t 建 
立 一 个 方程 ， 而 我 们 不 必 猜 测 条 件 中 是 否 有 什么 错误 便 可 以 建立 同一 个 方程 。 
如 果 我 们 希望 建立 方程 ， 我 们 必须 用 数学 语言 来 表达 条 件 的 所 有 各 部 分 都 得 到 
满足 这 一 内 容 ， 虽 然 我 们 迄今 尚 不 知道 是 否 真正 可 能 同时 满足 所 有 各 部 分 。 


我 们 的 做 法 是 “无 偏见 的 ”。 我 们 可 以 希望 找 出 满足 条 件 的 未 知 数 ， 或 者 
希望 证 明 条 件 无 法 满足 。 就 考察 问题 这 方面 来 说 .这 点 无 足 轻重 ， 如 果 进 行 顺 
利 ， 融 在 两 种 情况 下 都 按 同 一 方式 开始 ， 检 验 满 足 条 件 的 假想 情况 ， 而 仅 在 以 
后 的 过 程 中 再 表 永 哪 一 种 希望 是 合乎 道理 的 。 


请 与 “图 形 ”(2) 的 内 容 相 比较 ;还 可 与 “ 帕 扑 斯 ”的 内 容 相 比较 ; 如果 
一 个 分 析 的 最 终结 末 是 推翻 所 提 定 理 或 者 证 明 所 所“ 求解 题 ” 无 解 ， 则 这 个 分 
析 实 际 上 是 一 个 “ 归 诬 法 ”。 


(3) 间接 证 明 。 质 数 是 数 )，j，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37…。 
它们 不 能 分 解 成 较 小 的 因子 ， 虽 然 它 们 大 于 1( 这 最 后 一 句 已 把 1 除外 ，1 虽 显然 
不 能 分 解 成 较 小 的 因子 ， 但 它 具 有 不 同 的 性 质 而 不 应 当 看 成 质数 ) 。 把 整数 ( 大 
于 1 的 ) 分 解 因数 时 其 中 每 个 “最 终 元 素 ” 就 是 质数 。 例 如 
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分 解 为 五 个 质数 的 乘积 。 


质数 序列 是 无 穷 的 ? 还 是 到 某 数 以 后 就 没有 质数 了 呢 ? 我 们 自然 会 猜测 质 
数 序列 是 无 穷 的 。 如 果 它 在 茶 处 终止 ， 则 所 有 整数 能 被 分 解 成 有 限 个 这 种 最 终 
元 素 ， 于 是 就 可 以 说 世界 似乎 是 “ 太 贫 乏 ” 了 。 这 就 产生 了 要 证 明 质 数 有 无 穷 
多 的 问题 。 


这 个 问题 和 通 第 的 初等 数学 问题 很 不 相同 , 并 且 乍 一 看 来 不 好 下 手 。 但 是 ， 
正如 我 们 说 过 的 ， 极 不 可 能 存在 一 个 最 后 的 质数 p 。 为 什么 这 是 不 可 能 的 呢 ? 


证 我 们 干脆 正视 这 一 不 大 可 能 的 情况 ， 在 这 情况 下 假想 地 、 想 象 地 、 声 称 
如 此 而 未 经 证 实地 存在 一 个 最 后 的 质数 p 。 于 是 我 们 可 写 出 整个 质数 序列 2 ，3， 
5，7，11，…，p 。 为 什么 这 是 不 可 能 的 呢 ? 它 错 在 哪儿 ? 我 们 能 否 指 出 任何 肯定 
的 错误 ? 确实， 我 们 能 够 。 我 们 可 以 构造 一 个 数 

Q=(2。]j。5。71。11…p)+1l 

这 个 数 0 大 于 p， 由 此 可 断言 4 不 可 能 是 一 个 质数 。 因 此 0 一 定 能 被 质数 除 尽 。 但 
现在 摆 在 我 们 面前 的 所 有 质数 已 假定 是 2，3，5 ，…p ， 而 4 被 其 中 任何 一 个 数 除 
时 ， 都 有 余数 1; 所 以 0 不 能 被 任何 一 个 上 述 质数 除 尽 。 根 据 假 定 ， 上 述 质数 是 
全 部 质数 。 于 是 ,现在 必 有 某 个 肯定 性 的 错误 存在 ; 4 须 是 一 个 质数 或 者 可 由 某 
个 质数 所 除 尽 ， 二 者 必 居 其 一 。 从 存在 一 个 最 后 的 质数 这 一 假定 出 发 ， 我 们 已 
经 被 引导 到 一 个 明显 的 殉 请 。 我 们 怎么 解释 这 点 呢 ? 我 们 原来 的 假定 一 定 是 错误 
的 , 即 并 不 存在 一 个 最 后 的 质数 p 。 于 是 我 们 成 功 地 证 明了 质数 的 序列 永 不 终止 。 


我 们 的 证 明 是 一 个 典型 的 间接 证 明 ( 它 也 是 一 个 兰 名 的 证 明 ， 是 由 欧 儿 里 
得 给 出 的 : 参见 欧 几 里 得 《几何 原木 》 第 九 册 ， 命 题 20) 。 


我 们 已 经 建立 了 我 们 的 定理 ( 即 质数 序列 永 不 终止 ) 。 这 是 通过 反驳 其 对 立 
面 ( 即 质数 序列 终止 于 某 数 } 而 得 到 的 , 即 从 对 立 面 引出 一 个 明显 的 诬 误 。 这 样 ， 
我 们 已 经 把 间接 证 明和 “ 归 诬 法 ”合并 在 一 起 了 ， 这 种 合并 也 是 非常 典型 的 。 


(4) 反对 意见 。 我 们 正在 研究 的 做 法 遭受 过 诡 多 的 非议 。 人 们 提出 了 许多 
反对 意见 ， 它 们 可 能 是 同一 个 基本 反对 意见 的 小 同形 式 。 下 面 我 们 讨论 反对 意 
见 的 一 种 适合 本 书 水 平 的 “实际 形式 ”。 


找 出 一 个 并 非 显而易见 的 证 明 是 一 个 值得 重视 的 智力 成 就 ， 但 学 习 这 样 一 
个 证 明 ， 其 或 去 彻底 了 解 它 也 要 耗费 一 定 的 脑汁 。 不 言 而 喻 ， 我 们 希望 从 我 们 
所 花费 的 精力 上 得 到 杀 些 好 处 ， 而 且 希 望 我 们 保存 在 记忆 中 的 东西 是 真实 而 且 
正确 的 ， 并 非 虚 假 或 元 诞 不 经 的 。 


可 是 ， 从 “ 妇 请 法 ”得 到 茶 些 止 确 的 东西 看 来 并 非 易 事 。 这 个 做 法 是 从 一 
个 虚假 的 假设 出 发 ， 导 出 茶 些 上 共有 同样 程度 、 或 更 明显 的 错误 结果 ， 直 全 达到 
最 后 一 个 显而易见 的 错误 结果 为 止 。 如 果 我 们 不 希望 在 记忆 中 保存 诸 误 ， 我 们 
应 当 尽 快 地 坊 记 每 一 件 事 ， 但 这 是 行 不 通 的 ， 因 为 在 我 们 研究 证 明 的 过 程 中 ， 
所 有 各 点 都 必须 鲜明 而 正确 地 记 在 心头 。 


现在 可 以 非常 简略 地 陈述 对 间接 证 明 的 反对 意见 了 。 在 倾听 这 样 一 种 证 明 
时 ， 我 们 被 迫 以 全 部 时 间 注 意 一 个 我 们 应 该 筷 却 并 且 虚 假 的 假 没 ， 而 并 不 是 注 
意 一 个 我 们 应 该 保存 在 记忆 中 的 正确 的 定理 。 


如 果 我 们 希望 正确 地 评判 这 些 反 对 意见 的 是 非 ， 我 们 应 当 区 分 “ 归 诬 法 ” 
作为 一 个 研究 手段 和 作为 一 种 阐述 方式 这 两 种 用 途 ， 对 于 间接 证 明 ， 我 们 也 要 
作 同 样 的 处 理 。 


必须 承认 ，“ 归 诬 法 ”作为 阐述 方式 并 非 纯粹 乐事 。 这 样 一 种 归纳 ， 特 别 
当 它 很 元 长 时 ， 对 读者 或 听众 来 说 ， 确 实 可 能 成 为 一 桩 苦 差 事 。 我 们 连接 不 断 
加 以 审查 的 所 有 推导 部 是 正确 的 ,然而 我 们 面 对 的 所 有 情况 却 义 都 是 不 可 能 的 。 
如 果 措 群 象 理 所 当然 那样 不 断 强调 每 一 点 都 根据 一 个 初始 的 假设 ， 那 么 甚至 连 
所 用 措辞 都 会 令 人 生 大 “假想 地 ”，“ 假 设 地 ”，“ 未 经 证 实地 ”， 这 些 词 
一 定 反复 出 现 或 者 必须 连续 使 用 某 种 其 他 手段 。 我 们 希望 把 所 述 情况 看 作 不 可 
能 的 事 而 加 以 据 弃 与 筷 却 ， 但 我 们 又 必须 把 它 作为 下 一 步 的 基础 而 加 以 保留 和 
审查 ， 于 是 这 种 内 在 的 不 和 谐 ， 和 久而久之 ， 可 能 令 人 不 堪 和 忍受 。 


但 是 ， 如 末 否 定 “ 归 计 法 ”作为 发 明 创 造 的 手段 则 是 电 奏 的 。 如 前 面 例子 
所 表明 的 那样 ， 当 所 有 其 他 手段 看 来 已 用 尽 时 ， 这 种 手段 会 自然 而 然 地 涌现 出 
来 并 导致 对 前 提 作 出 判断 。 


需要 有 些 经 验 才能 看 出 在 两 种 争论 之 间 并 无 根本 的 对 立 。 经 验 表 明 ， 把 一 
种 间接 证 明 变 为 直接 证 明 或 者 把 一 个 用 元 长 的 “ 归 诬 法 ”所 得 到 的 证 明 重 新 安 
排 成 令 人 更 愉快 的 形式 ( 其 中 甚至 可 以 完全 去 挥 “ 归 诬 法 ”, 或 者 经 过 适当 的 加 
工 后 ， 将 “ 归 诬 法 ”压缩 成 寥 宇 几 句 醒目 的 话 ) ， 通 常 几 乎 并 无 困难 。 


总 之 ， 如 果 我 们 希望 充分 发 挥 我 们 的 能 力 ， 我 们 应 当 既 熟悉 “ 归 诬 法 ”， 
又 熟悉 间接 证 明 。 但 当 我 们 利用 其 中 一 个 方法 成 功 地 导出 结 采 时 ， 我 们 应 当 回 
顾 这 个 解 ， 并 且 问 : 你 能 不 能 用 不 同 的 方式 导出 这 个 结果 ? 


我 们 用 例子 说 明 如 下 。 


(5) 重新 安排 “ 归 诬 法 ”。 我 们 回顾 第 {1) 点 中 的 论证 。“ 归 请 法 ”是 从 一 

个 最 终 成 为 不 可 能 的 情况 开始 的 。 但 是 ， 让 我 们 把 与 初始 虚假 的 假设 无 关 并 且 

包含 正面 信息 的 一 部 分 论证 剖析 出 来 。 重 新 考虑 我 们 所 已 经 做 过 的 分 析 ， 我 们 

看 出 下 述 一 点 无 疑 为 真 : 耕 一 组 具有 一 位 或 两 位 数字 的 数 使 得 0，1，2，…,， 9 
二 个 数学 恰 好 出 现 一 次 ， 则 这 组 数 之 和 有 下 列 形式 
10t +(45-t)=9(t +5) 

这 样 ， 此 和 数 可 彼 9 所 除 尽 。 然 而 ， 所 提 的 谜语 却 要 求 此 和 数 为 100 。 这 是 否 可 


能 呢 ? 不 ， 不 可 能 ， 因 为 100 不 能 被 9 除 尽 。 


在 我 们 这 个 新 的 提 法 中 ， 原 来 导致 发 现 论 证 的 “ 归 诬 法 ”消逝 了 。 


顺便 捉 一 提 ， 熟 悉 “ 弃 0 法 ”的 读者 现在 能 够 一 眼看 出 整个 论证 。 


(6) 改造 一 个 间接 证 明 。 现 在 我 们 回顾 前 面 第 3 点 提出 的 论证 。 介 细 地 重新 
考虑 我 们 所 做 过 的 分 机， 我 们 可 能 会 找到 与 任何 虚假 的 假设 无 关 的 元 素 ， 但 知 
对 原 问题 本 身 的 含义 重新 加 以 考虑 ， 则 会 得 到 最 好 的 线索 。 


我 们 说 质数 序列 永 不 终止 ， 其 含义 是 什么 显然 ， 就 是 以 下 这 点 : 当 我 们 
已 经 确定 任何 一 组 有 限 的 质数 集合 ， 如 2，3j，5，1，11，…… hs :起 P 是 这 
今 所 找到 的 最 后 一 个 质数 ， 则 总 还 有 为 一 个 质数 存在 。 这 样 ， 为 了 证 明 质 数 有 
无 穷 多 , 我 们 必须 做 什么 我 们 必须 指出 找到 一 个 新 质数 的 方法 , 这 个 新 质数 不 
同 于 迄今 所 找到 的 所 有 质数 。 于 是 ， 我 们 的 “求证 题 ”就 化 成 一 个 “求解 题 ”: 
给 定 质数 ] ，3 ，5 ，……… ，P ， 求 一 个 新 质数 N 与 所 有 给 定 质数 不 同 。 


既然 已 经 用 这 种 新 形式 重新 叙述 了 我 们 原来 的 问题 ， 我 们 就 已 经 跨 出 了 关 
键 的 一 步 。 现 在 就 比较 容易 看 出 怎样 把 我 们 上 述 论证 用 于 新 目的 。 事 实 上 ， 数 
Q=(2。]。5。]1。1| .………: Pp) +1 
肯定 可 被 一 质数 除 尽 。 让 我 们 取 一 一 这 就 是 主意 一 一 的 任何 质数 除数 | 例如 最 
小 的 一 个 ) 为 N( 当然 , 如 采 Q 愉 为 一 个 质数 , 则 N=0) 。 显 然 ,Q 除 以 质数 2 ,3 ,5 ,…… 
P 中 的 任何 一 个 都 将 剩 下 余数 1， 因 此 ， 这 些 数 中 的 任何 一 个 都 不 会 是 N， 即 不 
会 是 0 的 除数 。 但 这 就 是 我 们 全 部 所 需要 的 : N 是 一 个 质数 并 且 它 和 我 们 迄今 所 

找到 的 质数 ?，3，5, 7，11,，…… ，『P 不 同 。 


这 个 证 明 给 出 一 个 无 限 延长 质数 序列 的 确定 性 过 程 。 其 中 没有 什么 是 间接 
的 ， 也 不 需要 考虑 不 可 能 的 情况 。 但 它 基本 上 与 我 们 前 面 的 间接 证 明 相 同 ， 我 
们 已 经 成 功 地 把 间接 证 明 改 造 了 。 


46. 多 余 
( 见 “ 条 件 ” 一 : 节 ) 。 


47， 代 公式 问题 
如 果 以 前 讲解 过 和 示范 过 一 般 二 次 方程 的 求解 ， 以 致 学 生 在 解 方程 
x - 3X+2=0 时 除了 把 普遍 解 中 的 两 个 字母 代 之 以 数字 -3 和 2 以 外 无 事 可 干 ， 则 解 
这 个 方程 的 问题 就 叫做 “ 代 公式 问题 ”或 “ 例 行 程序 题 ”。 即 使 二 次 方程 并 未 
曾 一 般 地 用 “字母 ”求解 过 ， 但 却 在 不 久 以 前 求解 过 五 六 个 具有 数字 系数 的 类 
似 的 三 次 方程 ， 那 么 该 问题 也 应 当 叫 做 “ 代 公 式 问题 ”。 一 般 说 来 ， 如 果 求 解 
一 个 问题 可 以 把 具体 数据 代入 以 前 解 过 的 普遍 性 问题 ， 或 者 依 样 画 硝 庐 地 按照 
个 陈旧 而 明显 的 例子 便 套 而 不 必 穷 究 其 源 ， 则 这 个 问题 忒 是 一 个 “ 代 公式 问 
硕 ”。 布置 一 个 代 公式 题 ， 教 师 就 是 在 学 生 面 前 公然 对 下 列 问题 强行 给 出 一 个 
无 需 思索 而 又 明确 的 回答 : 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 这 样 , 学 生 除 了 在 恪 
守 “ 照 章 办 事 ” 的 航 言 时 稍稍 细心 与 耐心 一 点 之 外 ， 别 无 他 求 ， 而 学 生 也 就 无 
从 发 挥 他 的 判断 能 力 或 创造 才能 。 


在 数学 教学 中 ， 代 公式 问题 ， 甚 至 许多 代 公 式 问 题 是 必要 的 . 但 苗 使 学 生 
别 无 其 他 类 型 的 题 可 做 ， 则 是 不 可 原 访 的 。 


只 教授 代 公 式 数学 演算 这 种 刻板 作业 而 不 教授 其 他 内 容 ， 这 对 以 低 于 染 谱 
的 标准 来 说 倒是 不 坏 ， 因 为 厨房 调配 菜 、 料 毕竟 还 给 炊事 员 的 想象 力 与 判断 力 
留 有 余地 ， 然 而 菜谱 式 的 数学 却 不 然 。 


48.， 发 明 创造 的 规律 
发 明 创 造 的 规律 ， 第 一 条 是 动脑 筋 和 运气 好 ， 第 二 条 是 狗 而 不 舍 直 到 出 现 
= 


有 些 壮志 是 难 酬 的 ， 我 们 略为 提醒 一 下 这 点 很 有 好 处 。 指 引 人 们 去 解答 所 
有 可 能 的 数学 问题 的 这 种 放 之 四 海 皆 准 的 发 明 创 造 规律 ， 可 能 比 炼丹 术士 所 阁 
心 妄想 梦 裕 以 求 的 点 金石 更 为 人 所 响 往 。 这 类 规律 验 之 如 神 ;， 但 事实 上 并 不 存 
在 。 找 到 一 种 可 适用 于 各 种 各 样 问 题 的 万 灵 规 律 是 一 个 古老 的 哲学 梦想 ; 但 它 
永远 也 只 能 是 一 种 梦想 罢了 。 


合理 的 探索 法 不 能 以 万 灵 规 律 为 目标 ， 但 它 可 以 努力 研究 在 解 题 中 典型 有 
用 的 做 法 ( 智力 活动 ， 俩 略 ， 步 又 ) 。 这 种 做 法 是 每 一 个 对 他 的 问题 很 感 兴趣 的 
正常 人 所 经 验 过 的 ,这 些 人 被 提示 以 条 些 固定 格式 的 问题 与 建议 [ 聪明 的 人 是 自 
己 问 目 己 提 , 学 生 则 由 老师 向 他 提 ) 。 收集 这 类 问题 与 建议 并 使 其 共有 充分 的 普 
裔 性 并 且 安 排 简 洁 得 体 ， 这 昌 不 及 点 金石 那样 使 人 响 往 ， 但 却 切实 可 行 。 我 们 
的 表 器 是 这 样 的 内 容 。 


49. 风格 的 规律 
第 一 条 是 要 言 之 有 物 。 第 二 条 是 ， 如 果 倍 巧 有 两 件 事 要 谈 ， 要 一 件 一 件 地 
谈 ， 不 要 两 件 同时 谈 。 


50 ， 教 学 的 规律 
第 一 条 是 ;要 情 得 自己 打算 教 的 内 容 。 第 二 条 是 : 情 得 的 要 比 打算 教 的 内 
容 多 一 些 。 


先 谈 第 一 条 。 本 书 作者 并 不 认为 教师 所 奉行 的 所有 规律 规则 都 是 坚 无 用 处 
的 ; 否则 作者 就 不 敢 写 一 整 本 关于 教师 和 学 生 行为 的 书 了 。 但 是 绝 不 可 忘记 ， 
数学 教师 应 当 懂 得 一 些 数学 ， 而 希望 教 给 学 生 正确 思考 问题 的 方法 的 教师 应 当 
自己 首先 掌握 它 。 


51 .把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 

我 们 的 首要 责任 是 了 解 问题 。 在 把 问题 作为 一 个 整体 了 解 之 后 ， 我 们 进入 
细节 。 我 们 考虑 问题 的 主要 部 分 ， 未 知 数 ， 已 知 数据 ， 条 件 ， 逐 个 考虑 每 一 部 
分 本 喘 。 当 我 们 对 这 些 部 分 了 解 得 很 清楚 ， 但 仍 想 不 出 特别 有 帮助 的 念头 时 ， 
我 们 深入 到 更 进一步 的 细节 。 我 们 考虑 各 个 已 知 数据 , 考虑 单个 已 知 数 据 本 喘 。 
在 把 条 件 作为 整体 了 解 以 后 ， 我 们 将 其 各 部 分 分 开 ， 并 考虑 每 个 部 分 本 喘 。 


现在 我 们 看 一 看 在 本 市 所 讨论 的 建议 有 什么 作用 。 它 的 作用 是 : 当 我 们 正 
试图 弄 清 问题 并 且 越 来 越 细 致 地 进入 细节 时 ， 它 会 使 我 们 想起 所 必须 采取 的 一 
个 步骤 。 它 就是 “分 解 与 重新 组 合 ” 中 的 一 个 步骤 。 


把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 你 能 写 下 它们 吗 ? 我 们 在 “建立 方程 ”时 常常 有 
机 会 提出 这 个 问题 。 


52 .建立 方程 

建立 方程 就 象 把 一 种 语言 翻译 成 男 一 种 语言 [ 见 “ 符 号 ”一 节 (1] 。 和 牛顿 
在 他 的 著作 《通用 数学 》 中 所 打 的 比方 可 以 帮助 我 们 弄 清 学 生 和 教师 所 常常 过 
到 的 茶 些 困难 的 性 质 。 


(1) 建立 方程 的 意思 是 把 用 文字 表达 的 条 件 改 用 数学 符号 来 表示 , 它 是 从 普 
通 语言 到 数学 公式 语言 的 一 种 翻译 。 在 建立 方程 中 所 可 能 遇 到 的 困难 是 翻译 的 
困难 。 


为 了 把 一 个 英文 句子 译 成 法 文 ， 有 两 件 事 必 须 做 到 。 第 一 ， 我 们 必须 彻 抵 
理解 该 英文 句子 。 第 二 ， 我 们 必须 玖 悉 法 语 特有 的 表达 形式 。 在 建立 方程 时 ， 
情况 与 此 十 分 类 似 。 第 一 ， 我 们 必须 彻底 了 解 条 件 。 第 二 ， 我 们 必须 熟悉 数学 
表达 形式 。 


如 果 该 英文 句子 可 一 字 对 一 字 地 翻译 ， 那 么 它 比 较 容易 译 成 法 文 。 但 是 有 
坚 英 文成 名 并 不 能 一 字 对 一 字 地 译 成 法 文 。 当 我 们 的 句子 中 包含 这 种 成 语 时 ， 
翻译 起 来 就 比较 困难 了 :; 这 时 ， 我 们 必须 少 注意 孤立 的 字 ， 多 注意 整个 含义 ; 
在 翻译 句子 之 前 ， 可 能 需要 把 它 重 新 排列 一 下 。 


建立 方程 时 与 此 几乎 雷同 。 在 容易 的 情况 下 ， 文 字 叙 述 几 乎 目 动 分 成 接连 
的 几 个 部 分 ， 每 一 部 分 都 能 直接 用 数学 记号 表示 出 来 。 在 较 困 难 的 情况 下 ， 条 
件 的 某 些 部 分 不 能 直接 译 成 数学 记号 。 倘 若 如 此 ， 我 们 应 少 注意 文字 叙述 ， 多 
注意 含义 。 在 我 们 写 出 表达 式 之 前 ， 可 能 需要 把 条 件 重新 排列 ， 当 我 们 这 样 做 
的 时 候 ， 我 们 要 同时 留意 从 数学 记号 宝库 中 选用 什么 数学 记 和 号 。 


在 所 有 情况 下 ( 不 论 难 或 易 ) ， 我 们 必须 了 解 条 件 ， 把 条 件 的 各 部 分 分 开 ， 
并 且 问 : 你 能 写 出 它们 吗 ? 在 容易 的 情况 下 ， 我 们 可 以 立即 把 条 件 分 成 各 部 分 ， 
并 用 数学 记号 写 出 来 ; 在 困难 的 情况 下 ， 条 件 的 适当 分 法 并 不 那么 明显 。 


在 研究 过 下 面 例子 之 后 ， 你 应 当 再 读 一 过 上 面 的 说 明 。 


(2) 求 两 个 数 ， 其 和 为 78 ， 其 积 为 1296 。 

我 们 把 书 的 一 面 用 直线 分 成 两 半 。 一 侧 写 上 已 分 开 成 适当 部 分 的 文字 叙 
述 ， 另 一 侧 写 上 代数 符号 ， 与 文字 叙述 中 的 相应 部 分 相对 。 即 原 问 题 在 堪 ， 符 
号 翻译 在 右 。 


问题 的 叙述 ( 表 ) 


文字 和 氢 述 (用 普通 语言 ) 


求 两 个 数 


用 代数 语 计 


入。 
其 和 为 78 x 十 》 一 78 
其 积 为 1296 xy = 1296 


在 本 例 中 ， 文 字 叙 述 几乎 自动 地 分 成 几 个 相互 衔接 的 部 分 ， 每 个 部 分 可 直 
接 用 数学 符号 表示 出 来 。 


(3 引 ) 求 底面 为 正方 形 的 正 棱柱 的 宽 与 高 ， 已 知 其 体积 为 63 英寸 ， 表 面积 为 
1 全 匡 款 ， 

未 知 数 是 什么 底 的 一 边 ， 设 为 +。 棱柱 的 高 ， 设 为 y 。 

己 知 数 是 什么 ? 体积 63 ， 面 积 102。 

条 件 是 什么 ? 底 为 正方 形 的 棱柱 ， 边 长 为 5， 高 为 y， 体 积 须 为 63 ， 面 积 须 为 
102 。 

把 条 件 的 各 部 分 分 开 。 这 里 有 两 部 分 ， 一 部 分 与 体积 有 关 ， 男 一 部 分 与 面 
积 有 关 。 


我 们 可 以 几乎 量 不 犹豫 地 把 整个 条 件 正 好 分 成 上 述 两 部 分 ， 但 我 们 却 不 能 
“直接 ”把 这 两 部 分 写 出 来 。 我 们 需要 知道 如 何 计算 体积 和 各 部 分 面积 。 但 是 ， 
如 果 我 们 多 羽 一 点 儿 几 何 学 ， 我 们 不 准 把 此 条 件 的 两 部 分 加 以 重新 叙述 ， 使 得 
译 成 方程 式 一 事 成 为 切实 可 行 。 下 面 我 们 在 直线 左 侧 所 写 下 的 问题 基本 上 经 过 
重新 排列 并 加 了 解释 以 便 译 成 代数 语言 。 


底 为 正方 形 的 正 棱柱 x 

求 底 面 的 一 边 与 棱柱 的 高 y 

首先 ,体积 是 已 知 的 63 

边 为 * 的 正方 形 的 底面 积 入 

高 ? 

确定 体积 ,体积 等 于 底面 积 乘 高 xy 一 63 
其 次 ,表面 积 是 已 知 162 


表面 积 包括 两 个 边 长 为 * 的 正方 形 2x2 
和 四 个 长 方形 ( 底 为 +， 高 为 y) 4xy 


(4 已 知 一 直线 方程 及 一 点 的 座 标 ， 求 一 点 与 已 知 点 对 称 于 已 知 直线 。 
这 是 一 个 平面 几何 问题 。 

未 知 是 什么 ? 一点， 其 座 标 设 为 ，4。 

已 知 是 什么 ? 直线 方程 ， 设 为 y=mx tn; 一 点 ， 其 座 标 设 为 4 ，b。 

条 件 是 什么 ? 点 (a ,上 b) 与 (p，q) ， 彼 此 对 称 于 直线 y=mx +n。 


我 们 现在 磁 上 了 基本 的 困难 ， 即 把 条 件 分 为 儿 部 分 ， 而 每 一 部 分 痢 可 用 解 


析 几 何 的 语言 表达 出 来 。 我 们 对 困难 的 性 质 必 须 很 好 了 解 。 把 条 件 分 成 各 部 分 
的 东 种 分 解法 在 逻辑 上 可 能 是 无 懈 可 击 的 ， 但 却 于 事 无 补 。 我 们 这 里 所 需要 的 
分 解 是 适合 解析 表达 式 的 分 解 。 为 了 找 出 这 样 一 个 分 解 ， 我 们 必须 回 到 对 称 的 
定义 去 ， 但 我 们 同时 要 留意 解析 几何 这 个 宝库 。 对 于 一 直线 对 称 ， 这 意思 是 什 
么 ! 什么 样 的 几何 关系 可 以 在 解析 几何 中 表达 得 很 简单 我 们 集中 力量 在 第 一 个 
问题 上 ， 但 我 们 也 不 应 当 忘 记 第 二 个 。 这 样 ， 最 终 我 们 可 能 找到 一 个 下 面 将 要 
叙述 的 分 解 。 


)3. 进展 的 标志 

当 哥 伦 布 及 其 伙伴 西 渡 一 个 未 知 的 大 洋 时 ， 每 当 他 们 看 见 鸟 就 欢呼 。 他 们 
把 鸟 看 成 是 接近 陆地 的 有 利 标 记 。 这 一 点 他 们 层次 失望 。 他 们 也 注意 到 了 别 的 
标记 。 他 们 想 ， 漂 浮 的 海草 或 低 垂 的 云层 可 能 指示 陆地 ， 但 他 们 又 失望 了 。 然 
而 ， 有 一 天 ， 标 志 变 得 越 来 越 多 。 在 1492 年 10 月 11 日 星期 四 ，“ 他 们 看 见 了 一 
种 名 叫 矶 慢 (Sandpi per) 的 乌 ， 和 船 边 的 绿色 疡 苇 。 帆 船 “ 品 载 ”( Pintal 号 上 
的 乘客 看 见 了 一 段 蕨 共和 一 根 圆 棍 ， 他 们 拣 起 了 另 一 根 短 棒 ， 上 面 似乎 有 铁器 
处 理 过 的 痕迹 ， 还 有 另 一 小 段 芯 共 ， 一 种 陆地 植物 ， 和 一 小 块 木板 。“ 尼 娜 ' 
(Nina) 号 帆船 上 的 船员 也 看 到 了 陆地 的 标志 ， 看 见 一 条 树 校 上 面 有 草 每 。 每 个 
人 都 为 这 些 标志 容光 焕发 、 欢 欣 鼓舞 ”。 实 际 上 ， 他 们 在 第 二 天 就 看 见 了 陆地 ， 
“新 大 陆 ” 的 第 一 个 岛屿 。 


我 们 的 任务 可 能 重要 ， 也 可 能 不 重要 ， 任 何 类 型 的 问题 一 一 当 我 们 正 聚 精 
会 神 地 工作 时 ， 我 们 总 热切 地 找寻 进展 的 标志 ， 这 就 象 哥伦布 及 其 同伴 找寻 接 
近 陆 地 的 标志 一 样 。 为 了 了 解 什 么 可 以 被 合理 地 作为 接近 解答 的 标志 ， 我 们 将 
讨论 几 个 例子 。 


(1) 例子 。 有 一 个 国际 象棋 的 棋局 。 比 方 说 ， 我 必须 在 两 步 内 将 死 黑 王 。 
而 棋盘 上 有 个 白 王 假定 在 两 步 乙 内 。 在 棋盘 上 有 个 白马 离开 黑 王 颇 远 ， 显 然 它 
是 多 余 的 。 怎 么 办 才 好 ! 起 初 我 不 得 不 生 开 这 个 问题 。 但 经 过 各 种 试验 以 后 ,我 
发 现 一 个 新 走 法 并 且 发 现 这 种 走 法 将 使 显然 多 余 的 白马 起 作用 。 这 次 观察 给 了 
我 新 的 希望 。 我 把 它 看 作 有 利 的 标志 : 即 新 走 法 有 可 能 成 为 正确 的 走 法 。 为 什 
么 呢 ? 


在 精心 构造 的 棋局 问题 中 ， 不 会 有 多 余 的 棋子 。 所 以 我 们 必须 考虑 棋盘 上 的 
所 有 棋子 ， 我 们 必须 利用 所 有 的 已 知事 项 。 正 确 的 解答 肯定 利用 所 有 的 棋子 ， 
旋 至 那 上 只 明显 多 余 的 白马 。 在 这 最 后 一 方面 ， 我 所 想到 的 新 走 法 和 我 所 希望 要 
找 的 正确 答案 相 一 致 。 新 走 法 看 来 很 象 正确 的 一 着 ， 它 可 能 就 是 正确 的 一 着 。 


在 数学 问题 中 考虑 一 个 类 似 的 情况 是 有 趣 的 。 我 们 的 任务 足 将 三 角形 的 面 
积 用 其 三 边 a ,b,c 表示 。 我 已 制定 了 某 种 计划 。 我 多 少 有 些 清 楚 地 知道 我 必须 
考虑 哪些 几何 关系 ， 以 及 我 必须 进行 哪些 计算 。 但 我 的 计划 是 否 行 得 通 ， 我 还 
不 十 分 有 把 握 。 如 果 现 在 沿 着 我 计划 所 描述 的 路 线 前 进 ， 我 看 到 量 
Vb+c—a 
进入 我 即将 构造 的 面积 表达 式 ， 那 么 我 有 充分 的 理由 感到 欣慰 。 为 什么 呢 ! 


事实 上 ， 必 须 考 虑 到 三 角形 的 任何 二 边 之 和 大 于 第 三 边 。 这 包含 了 某 种 限 
制 。 已 知 长 度 ; ，b ，( 不 能 是 十 分 任意 的 ; 例如 ，b+( 必须 大 于 il 。 这 是 条 件 的 一 
个 必要 部 分 ， 我 们 应 该 利用 整个 条 件 。 如 果 b+( 不 大 于 a ， 则 我 所 找到 的 公式 势 
必 成 为 元 请 的 。 如 果 b 十 (3 为 负 一 一 即 ， 如 果 b+( 小 于 a 一 一 则 上 述 方 根 值 为 虚 
数 ， 所 以 正 是 在 所 求 表 达 式 必然 成 为 荡 诸 的 情况 下 ， 力 根 不 适 于 代表 一 个 现实 
中 的 量 。 因 此 ， 我 的 含有 方 根 的 公式 和 计算 面积 的 真正 的 公式 具有 同样 的 重要 
性 质 。 我 的 公式 看 起 来 象 个 能 成 立 的 公式 ， 它 可 能 就 是 个 能 成 立 的 公式 。 


下 和 面 还 有 一 个 例 予 。 不 久 前 , 我 想 证 明 一 个 立体 儿 何 定理 。 不 费 多 大 周折 ， 
我 便 找到 第 一 个 看 来 合适 的 说 明 ; 但 接着 我 就 停顿 了 下 来 。 完 成 这 个 证 明 还 缺 
少 什 么 东西 。 在 我 放 奔 那 一 天 ， 我 比 开 始 时 有 更 清楚 的 见解 ， 我 知道 应 当 怎 样 
看 证 明 ， 怎 样 弥 补差 距 ; 但 我 还 没有 能 力 弥 补 它 。 第 二 天 ， 我 在 好 好 地 睡 了 一 
夜 之 后 ， 重 新 考虑 这 个 问题 于 是 很 快 想起 一 个 平面 几何 中 的 类 比 定理 。 在 刹 
那 之 间 ， 我 相信 我 已 抓 住 了 解答 并 且 我 想 我 有 充分 的 理由 这 样 相 信 。 为 什么 呢 ? 


事实 上 ， 类 比 是 一 个 伟大 的 引路 人 。 求 解 立 体 几何 问题 往往 有 赖 于 平面 几 
何 中 的 类 比 问 题 [ 见 “ 类 比 ” 节 ，(3) (7)]。 这 样 ， 在 我 的 例子 中 ， 从 一 开始 就 
有 个 机 会 ， 即 ， 所 需 的 证 明 将 利用 迄今 出 现在 我 脑海 中 的 茶 个 平面 几何 定理 作 
为 引 理 。“ 这 个 定理 看 来 象 是 我 所 需要 的 引 理 ; 它 大 概 就 是 我 所 需要 的 引 理 ” 
一 一 这 就 是 我 的 推理 。 


如 果 哥 伦 布 及 其 同伴 曾 致力 于 明确 地 推理 的 话 ， 他 们 也 可 能 用 某 种 与 此 类 
似 的 方式 进行 推理 。 他 们 知道 接近 海岸 时 ， 海 恒 看 起 来 是 什么 样子 。 他 们 知道 
近 岸 要 比 在 公海 上 更 常 第 看 见 从 陆地 来 的 空中 飞鸟 以 及 从 海滨 漂 来 的 东西 。 很 
多 人 在 他 们 以 前 远航 归来 回 到 故国 港口 的 时 候 都 曾 看 见 过 这 些 东 西 。 在 他 们 看 
见 革 。 了 萨尔瓦多 名 这 个 值得 纪念 的 日 子 的 前 一 天 ， 因 为 水 中 结 浮 的 东西 变 得 如 
此 频 系 ， 他 们 融 想 : “看 来 象 是 接近 录 个 陆地 了 ， 我 们 大 松 就 是 接近 了 茶 个 陆 
地 ”， 于 是 “每 个 人 都 为 这 些 标志 容光 焕发 ， 欢 欣 玛 舞 ”。 


(2) 进展 标志 的 探索 法 性 质 。 让 我 们 坚持 说 明 一 下 可 能 每 个 人 已 经 明白 的 
一 点 ; 由 于 很 重要 ， 所 以 我 们 应 该 弄 得 一 清二 楚 。 


以 上 各 例 所 表明 的 推理 类 型 值得 我 们 注意 和 加 以 认真 的 考虑 ， 虽 然 它 仅 产 
生 一 个 似乎 可 信 的 指示 而 并 非 一 种 可 靠 的 肯定 。 ee 
地 、 详 细 到 颇 不 自然 的 程度 来 重新 叙述 这 类 推理 ， 其 中 之 一 


若 我 们 接近 陆地 ， 我 们 常常 看 见 乌 。 
现在 我 们 看 见 马 了 。 
所 以 ， 大 概 ， 我 们 正在 接近 陆地 。 


如 果 没 有 “大 概 ” 这 个 词 ， 上 述 结论 将 是 彻头彻尾 地 殉 诞 不 经 。 事 实 上 ， 
哥伦布 及 其 同伴 曾 多 次 看 见 过 乌 ， 但 不 久 就 大 失 所 望 。 只 有 一 次 ， 当 他 们 看 见 
矶 月 这 种 乌 ， 第 二 天 ， 才 发 现 了 新 大 陆 。 


如 果 有 “大 概 ”这 个 词 ， 则 上 述 结论 就 合理 而 又 上 自然 了 ， 但 它 却 绝 非 一 个 


证 明 ， 这 不 是 一 个 经 过 证 明 的 结论 ; 它 仅 仪 是 个 指示 ， 是 一 个 探索 法 式 的 建议 。 
如 果 和 忘记 这 样 一 种 结论 只 不 过 是 可 能 成 立 的 而 把 它 当 作 肯 定 成 立 的 ， 那 将 是 葛 
大 的 错误 。 如 果 你 把 一 个 探索 法 结论 当 作 肯 定 的 结论 ， 你 可 能 上 当 受 骗 ， 大 失 
所 望 ; 但 若 你 全 然 忽视 探索 法 结论 ， 你 将 坚 无 进展 。 最 重要 的 进展 标志 是 探索 
法 的 。 我 们 是 否 应 该 信任 它 ? 我 们 是 否 应 当 随 着 它 前 进 ? 应 当 随 着 ， 但 要 留神 。 
信任 ， 但 要 警惕 。 并 且 永 远 不 要 弃 而 不 用 你 的 判断 力 。 


(3) 可 清晰 表达 的 标志 。 我 们 可 以 从 男 外 一 个 观点 来 看 以 上 各 例 。 


在 上 述 例子 之 一 ， 我 们 把 成 功 地 利用 了 一 个 前 此 未 用 过 的 已 知 数据 ( 白马 ) 
当 作 进 展 的 正面 标志 。 我 们 这 样 看 很 对 。 实 际 上 ， 求 解 一 个 问题 主要 是 找 出 已 
知 数据 与 未 知之 间 的 联系 。 除 此 之 外 , 我 们 还 应 该 ( 至 少 在 一 个 陈述 完善 的 问题 
中 ) 利用 所 有 的 已 知 数据 ， 把 它们 每 一 个 都 和 未 知 数 联系 起 来 。 因 此 ,每 当 多 一 
个 已 知 数据 发 挥 了 作用 都 可 十 分 正确 地 当 作 进展 ， 当 作 癌 前 跨 进 了 一 步 。 


在 另 一 个 例子 中 ， 我 们 把 公式 中 适当 地 考虑 了 条 件 的 基本 部 分 当 作 进展 的 
正面 标志 。 我 们 这 样 看 也 很 对 。 事 实 上 ， 我 们 应 当 利 用 整个 条 件 。 所 以 ， 多 考 
虑 条 件 的 一 个 部 分 ， 也 可 以 合理 地 当 作 进展 ， 当 作 沿 正确 方向 移动 了 一 步 。 


还 有 一 个 例子 ， 其 中 我 们 把 出 现 一 个 较 简单 的 类 比 问 题 当 作 进展 的 正面 标 
志 。 这 也 很 合理 。 确 实 ， 类比 是 发 明 创 造 的 主要 源 录 之 一 。 如 果 其 他 方法 失败 ， 
我 们 应 该 洽 试 去 想象 一 个 类 比 问 题 。 因 此 ， 如 果 有 这 样 一 个 问题 目 然而 然 地 涌 
现 ， 我 们 当然 兴高采烈 ， 因 为 我 们 感到 我 们 正在 向 解答 笔 拢 。 


经 过 上 述 几 个 例子 之 后 ， 我 们 现在 能 够 轻而易举 地 抓 住 普 过 性 的 概念 了 。 
在 解 题 中 确实 有 某 些 典型 有 用 的 智力 活动 ( 最 有 用 的 这 类 活动 已 列 在 本 书 的 表 
中 ) 。 如 果 有 这 样 一 个 典型 智力 活动 获得 成 功 ( 如 果 又 有 一 个 数据 和 未 知 数 相 联 
系 一 一 条 件 中 又 有 一 个 句子 被 考虑 一 一 有 一 个 较 人 简单 的 类 比 问题 被 引入 ) , 则 其 
成 功 就 可 被 认 作 是 进展 的 标志 。 在 我 们 明了 这 个 基本 点 以 后 ， 我 们 束 能 以 条 种 
清晰 程度 来 表达 其 余 进 展 标 志 的 性 质 。 我 们 所 需 做 的 全 部 事情 ， 就 是 通读 我 们 
的 表 ， 并 用 新 观点 来 看 待 各 个 问题 和 建议 。 


这 样 ， 清 楚 地 了 解 未 知 数 的 性 质 意 味 着 进展 。 把 各 个 已 知 数据 清楚 地 加 以 
排列 ， 使 得 我 们 可 以 容易 回想 起 任 一 个 ， 这 也 意味 着 进展 。 把 条 件 做 为 整体 清 
晰 具体 地 加 以 想象 可 能 意味 着 一 个 重大 的 进步 ， 而 把 条 件 分 为 适当 的 各 个 部 分 
也 可 能 意味 着 向 前 跨 进 了 重大 一 步 。 当 我 们 找 出 一 个 我 们 很 容易 想象 的 图 形 或 
一 个 我 们 很 容易 记 住 的 记号 时 ， 我 们 都 有 理由 自信 作出 了 某 些 进展 。 回 忆 起 一 
个 与 我 们 的 问题 有 关 且 早已 解决 的 问题 可 能 是 朝 着 正确 方向 的 决定 性 的 一 步 。 


如 此 等 等 ， 不 必 痪 言 。 每 个 可 清晰 想到 的 智力 活动 都 对 应 着 某 个 可 清晰 表 
达 的 标志 。 我 们 的 表 ， 恰 当地 理解 时 ， 所 列 出 的 也 是 进展 的 标志 。 


我 们 表 中 的 问题 与 建议 是 简单 的 ， 显 而 易 见 的 ， 其 实 不 过 是 普通 常识 。 这 
点 我 们 已 经 不 厌 其 烦 地 再 三 说 明 过 了 。 我 们 这 里 讨论 的 与 之 有 关 的 进展 标志 也 


是 如 此 。 读 这 些 标 志 并 不 需要 神秘 的 学 问 ， 而 只 需要 一 点 第 识 ， 当 然 ， 还 需要 
一 点 经 验 。 


(4) 不 太 能 清晰 表达 的 标志 。 当 我 们 专心 一 致 地 工作 时 ， 我 们 清楚 地 感觉 
到 自己 进展 的 步伐 ， 当 进展 快 时 ， 我 们 高 兴 ;， 当 进展 慢 时 ， 我 们 诅 丧 。 我 们 虽 
能 清楚 地 感觉 到 上 述 差别 ， 但 却 不 能 清楚 地 指出 任何 明确 无 误 的 标志 。 情 绪 、 
感觉 和 情况 的 总 面貌 可 用 来 指出 我 们 的 进展 ,但 它们 不 易 表达 。“ 它 看 来 民 好 ”， 
或 者 “ 它 不 那么 好 ”， 朴 实 无 华 的 人 这 样 说 ， 而 比较 装 腔 作 势 的 人 则 说 : “这 
是 一 个 平衡 性 良好 的 计划 ”， 或 者 “不 ,缺少 某 些 东 西 . 而 这 破坏 了 和 谐 性 ”。 
然而 ， 在 原始 的 或 模 棚 的 表达 后 面 ， 有 一 种 不 会 错 的 感觉 ， 我 们 自信 地 跟随 它 
前 进 并 且 它 常常 引导 我 们 到 正确 的 方向 。 如 果 这 种 感觉 很 强烈 并 且 是 突然 发 生 
的 , 我 们 称 之 为 灵感 。 人 们 通常 并 不 怀疑 他 们 的 灵感 ， 可 是 有 时 却 会 上 当 受 骗 。 
事实 上 ， 我 们 对 竺 这 些 感觉 和 灵感 要 象 对 竺 前 述 可 清晰 表达 的 进展 标志 一 笠 ， 
信任 然而 保持 警惕 。 


mS 


永远 随 着 你 的 灵感 一 一 但 不 能 全 信 。 


[ 那些 向 时 性 感觉 的 性 质 是 什么 在 诸如 “平衡 性 良好 ”或 “和 谐 ” 这 样 的 
艺术 词汇 微妙 差别 的 背后 , 是否 有 菜 种 比较 不 含糊 的 意义 ) 这 些 问 题 可 能 比较 纯 
理论 性 而 不 那么 实际 ， 但 是 现在 的 上 下 文 却 指出 了 或 许 值得 一 提 的 答案 ， 既 然 
可 清晰 表达 的 进展 标志 与 某 个 相当 明确 的 智力 活动 的 成 效 相 联系 ， 我 们 不 妨 猜 
测 我 们 表达 不 那么 清晰 的 向 导 性 感觉 可 能 类 似 地 和 其 他 较 模 糊 的 智力 活动 有 联 
系 一 一 或 者 和 那些 性 质 上 较 多 属 了 。“ 心 理学 ”， 较 少 属于 “逻辑 学 ”的 活动 
有 联系 ] 。 


(5) 标志 有 什么 帮助 。 我 有 一 个 计划 。 我 很 清楚 地 看 出 我 应 从 哪儿 开始 ， 

并 且 应 当 首先 采取 什么 步骤 。 但 我 还 不 十 分 清楚 前 进 道路 上 的 情况 ， 我 不 那么 
肯定 我 的 计划 是 否 行 得 通 。 于 是 , 在 任何 一 种 情况 下 ,我 都 还 有 一 大 段 路 要 走 。 
因此 ， 我 小 心地 沿 着 我 计划 中 的 方 回 前 进 并 留心 观察 进展 的 标志 。 如 果 标 志 很 
少 或 者 不 清楚 ， 我 会 变 得 更 为 犹 驳 。 如 果 标 志 在 很 长 时 间 里 完全 不 出 现 ， 我 可 
能 会 丧失 信心 ， 回 过 头 去 试 走 另 一 条 路 。 反 之 ， 如 果 在 我 前 进 的 时 候 ， 标 志 较 
为 频繁 地 出 现 ， 如 果 它 们 大 批 涌现 ， 则 我 的 犹豫 云 消 筋 散 ， 情 绪 高 涨 ， 我 信心 
百倍 地 疝 前 返 进 ， 殊 象 哥 伦 布 及 其 同伴 发 现 新 大 陆 以 前 的 表现 那样 。 


标志 可 以 指导 我 们 的 行动 。 不 出 现 标 志 时 可 以 和 警告 我 们 别 陷入 死胡同 ， 从 
而 省 去 我 们 的 光阴 和 徒劳 的 努力 ;出现 标 志 时 可 以 促使 我 们 集中 精力 于 正确 的 


yo 


但 是 标志 也 可 能 是 徘 不 住 的 。 有 一 次 ,由 于 缺乏 标志 , 我 放弃 了 某 个 道路 ， 
但 有 一 个 人 在 我 之 后 沿 着 那 条 路 再 前 进 一 点 ， 得 剑 了 一 个 重要 发 现 一 一 这 使 我 
极为 恼火 并 悔恨 良久 。 他 不 仅 比 我 有 更 大 的 坚持 性 而 且 他 还 正确 地 认 出 了 某 个 
标志 而 我 却 未 曾 注 意 到 。 还 有 一 种 可 能 ， 我 可 能 被 有 利于 进展 的 标志 所 豆 舞 ， 
而 兴高采烈 地 顺 着 一 条 路 走 ， 但 却 人 页 上 一 个 未 曾 料 到 的 不 可 克服 的 困难 。 


是 的 ， 在 任何 个 别 情况 下 ， 标 志 都 有 可 能 错误 地 引导 我 们 ， 但 在 大 多 数 情 


况 下 , 它们 是 正确 地 引导 我 们 的 。 一 个 猎人 可 能 偶而 错误 地 解释 了 猜 物 的 踪迹 ， 
但 总 的 说 来 他 必定 是 正确 的 。 否 则 他 就 不 可 能 靠 打 狂 为 生 了 。 


正确 地 解释 标志 需要 经 验 。 哥 伦 布 的 某 些 同伴 根据 经 验 肯 定 知道 靠近 海滨 
的 海 是 什么 样子 ， 这 样 ， 他 们 才能 认 出 告知 他 们 接近 陆地 的 标志 。 专 家 根据 经 
验 知道 ， 当 解答 快 到 手 的 时 候 ， 情 况 看 起 来 和 感觉 起 来 是 怎样 的 ， 这 样 ， 他 们 
才能 认 出 指示 他 们 已 接近 解答 的 标志 。 专 家 比 无 经 验 的 人 知道 更 多 的 标志 ， 而 
且 知 道 得 更 好 ， 他 的 主要 长 处 可 能 就 在 于 有 这 样 的 知识 。 一 个 熟练 的 猫 人 能 注 
意 到 猎物 的 踪迹 ， 甚 至 能 鉴定 这 些 踪迹 的 新 鲜 程 度 或 陈旧 程度 ， 而 无 经 验 的 人 
却 什么 也 看 不 出 来 。 


共有 特殊 天 资 的 人 的 主要 长 处 可 能 就 在 于 有 一 种 超 乎 寻常 的 智力 灵敏 度 。 
根据 超 乎 寻常 的 灵敏 度 ， 他 感觉 出 微妙 的 进展 标志 或 者 注意 到 它们 不 出 现 ， 而 
天 资 平庸 的 人 则 感觉 不 出 什么 差别 。 


[ (6) 探索 式 的 三 段 论 法。 在 第 (2) 点 ， 我 们 碰 到 一 种 探索 法 推理 方式 ， 这 
种 推理 方式 值得 作 进一步 的 探讨 并 且 值 得 给 予 一 个 专门 术语 。 我 们 用 下 列 形式 
把 那 段 推理 重 述 一 过 以 作为 本 节 的 开始 : 


如 果 我 们 正在 接近 陆地 ， 我 们 常常 看 见 乌 。 
现在 我 们 看 见 鸟 了 。 
因此 ， 说 我 们 正在 接近 陆地 较为 可 信 。 


横 线 以 上 的 两 个 语句 可 称 为 前 提 ， 横 线 以 下 的 语句 可 称 为 结论 。 整 个 推理 
的 模式 可 称 为 探索 式 的 三 段 论 法 。 


这 里 所 叙述 的 前 提 和 第 ( 2) 点 中 的 一 样 ， 但 结论 的 措辞 经 过 更 仔细 的 推 语 。 
更 好 地 强调 了 一 个 基本 情况 。 哥 伦 布 及 其 同伴 从 一 开始 就 推测 他 们 加 西 航行 最 
终 将 发 现 陆地 ; 并 且 他 们 对 这 种 推测 一 定 有 某 种 信任 , 否则 他 们 根本 不 会 出 发 。 
当 他 们 航行 时 ， 他 们 把 每 一 件 事情 ， 无 论 大 小 ， 都 和 他 压倒 一 切 的 问题 : “我 
们 是 否 正在 接近 陆地 ? ” 相 联系 。 他 们 的 信心 随 着 事件 的 发 生 与 否 而 起 伏 ， 而 每 
个 人 的 信心 起 伏 程 度 又 随 个 人 的 背景 与 性 恪 有 所 不 同 。 航 程 中 的 整个 戏剧 般 的 
紧张 气氛 就 与 这 种 信心 的 增 减 有 关 。 


上 上面 摘录 的 探索 式 三 段 论 为 置信 和 度 的 变化 提供 了 合理 的 基础 。 有 时 这 种 变 
化 在 这 类 准 理 中 起 主要 作用 , 这 一 点 , 在 本 市 的 用 述 中 表达 得 要 比 第 [2) 点 中 为 
好 。 


我 们 例子 所 给 出 的 普 训 模式 可 表示 如 下 : 
如 我 们 所 知 ， 夺 A 为 真 ， 则 B 也 为 真 。 
现在 ， 发 生 了 8 为 真 的 情况 。 

因此 ，A 较 为 可 信 。 


还 可 写 得 更 简短 些 。 


若 人 则 8B 
8 真 
A 较 可 信 


在 这 个 公式 化 的 叙述 中 ， 横 线 代 表 “ 所 以 ”这 个 词 ， 并 且 表 现 了 前 提 和 结 
论 之 间 的 主要 联系 。|] 


(7) 似 真 论证 的 性 质 。 在 这 本 小 册 予 中 ， 我 们 现在 讨论 一 个 哲学 问题 。 我 
们 讨论 这 一 问题 时 将 尽 可 能 地 讲求 实际 和 口语 比 ， 并 且 尽 量 远离 高 深 的 表达 方 
式 ， 但 尽管 如 此 ， 我 们 的 题目 仍然 是 哲学 的 。 它 是 关于 探索 式 推理 的 ， 或 拓 厂 
地 说 ， 它 是 一 种 虽 很 重要 ， 但 却 非 证 明 性 论证 的 。 这 类 论证 ， 由 于 没有 更 好 的 
术语 ， 我 们 将 称 之 为 似 真 论证 。 


使 发 明 家 相信 和 他 的 念头 是 个 好 念头 的 标志 ， 在 日 常事 务 中 指导 我 们 的 征 
兆 、 律 师 的 情况 证 据 、 科 学 家 的 归纳 根据 ， 在 许多 形形色色 事物 中 起 必用 的 统 
计 迹 象 一 一 所 有 这 类 证 据 在 关键 的 两 点 上 是 一 致 的 。 第 一 点 ， 它 们 都 不 具有 严 
格 证 明 的 肯定 性 。 第 二 点 , 它们 在 获得 那些 本 质 上 是 新 知识 这 一 方面 是 有 用 的 ， 
并 且 对 于 任何 非 纯 数学 、 或 非 逻 辑 的 知识 来 说 ， 对 任何 与 现实 世界 有 关 的 知识 
来 说 ， 甚 至 是 不 可 缺少 的 。 我 们 可 以 把 构成 这 类 证 据 基 础 的 推理 叫做 “探索 式 
论证 ”或 “归纳 论证 ”， 或 者 ( 如 果 我 们 想 避 免 引 伸 现 行 术语 的 含义 ) 叫做 “ 似 
真 论证 ”。 我 们 采纳 最 后 一 个 术语 。 


前 面 介绍 的 探索 式 三 段 论 法 可 看 成 是 似 真 论证 的 一 个 最 简单 、 最 广 为 流 传 
的 模式 。 它 使 我 们 想起 证 明 论 点 的 古典 模式 ， 即 所 谓 “ 前 提 三 段 论 法 模式 ”。 
我 们 将 两 种 模式 并 列 如 下 : 


证 明 性 的 | 探索 式 的 
若 A 则 B | 若 A 则 B 
8 伪 8 真 
A 伪 A 较 可 信 


对 这 两 种 模式 进行 比较 是 有 教 益 的 。 这 使 我 们 看 清楚 似 真 论证 | 探索 式 论 
证 、 归 纳 论证 ) 的 性 质 ， 而 在 别处 不 易 做 到 。 


两 种 模式 具有 相同 的 第 一 前 提 : 


大 人 则 8 。 
所 兰 者 在 第 二 前 担 。 这 两 个 语句 恰好 彼此 对 立 : 
8 伪 8 真 


但 它们 有 “相似 的 逻辑 性 质 ”， 处 于 相同 的 “逻辑 水 平 ” 上 。 在 前 提 之 后 ， 出 
现 了 很 大 的 差别 。 结 论 

A 伪 ”A 较 可 信 
是 在 不 同 的 逻辑 水 平 上 上， 并且 它 们 和 相应 前 提 的 关系 具有 不 同 的 逻辑 性 质 。 


证 明 性 的 三 段 论 法 ， 其 结论 与 前 提 上 其 有 相同 的 逻辑 性 质 。 此 外 ， 其 结论 是 
充分 表达 的 并 完全 以 前 提 为 其 支柱 。 如 果 我 的 邻居 和 我 同意 接受 其 前 提 ， 则 不 


论 我 俩 的 口味 或 其 他 认识 有 何不 同 ， 我 们 在 接受 结论 这 一 点 上 不 会 有 什么 合理 
的 不 一 致 。 


探索 式 三 段 论 法 中 的 结论 和 前 提 的 逻辑 性 质 不 同 ， 它 比较 含糊 而 不 如 此 清 
蜥 分明， 表达 得 不 那么 充分 。 这 个 结论 可 与 一 个 力 相 比 拟 , 它 有 方向 ， 有 大 小 。 
它 把 我 们 推 癌 某 个 方向 : A 更 可 信 。 这 个 方向 也 有 某 种 强度 : A 可 以 是 其 为 可 信 
或 稍微 可 信 。 这 个 结论 是 未 充分 表达 的 ， 并 且 其 前 提 并 不 完全 支持 它 。 方 向 已 
表达 了 并 由 前 提 所 强 涵 ， 但 大 小 并 未 表达 。 对 于 任何 有 理性 的 人 来 说 ， 前 提 已 
经 涉及 到 A 更 可 信 | 肯定 不 是 更 不 可 信 ) 这 一 点 。 然 而 , 由 于 我 和 我 的 邻居 在 秉性 、 
背景 和 其 他 未 说 明 的 理由 方面 有 不 同 , 我们 在 A 究 竟 更 可 信 到 什么 程度 这 一 点 上 
可 以 真正 不 同 。 


在 证 明 性 三 段 论 法 中 ， 前 提 是 结论 所 依据 的 充分 基础 。 如 宁 两 个 前 提 都 成 
立 ， 则 绪论 也 成 立 。 如 果 我 们 接受 茶 个 新 信息 ， 它 不 改变 我 们 对 前 提 的 信任 ， 
那么 它 也 不 会 改变 我 们 对 结论 的 信任 。 


在 探索 式 三 段 论 中 ， 前 提 仅 仅 是 结论 所 依据 的 一 部 分 基础 ， 即 前 提 是 结论 
基础 中 所 充分 表达 的 “可 见 ” 部 分 ， 这 里 还 有 一 个 未 表达 的 不 可 见 的 部 分 ， 由 
其 他 什么 东西 所 构成 ， 大 概 是 说 不 清 的 感觉 ， 或 者 是 说 不 出 的 理由 。 事 实 上 ， 
可 以 发 生 这 样 的 情况 : 我 们 接受 茶 个 新 信息 ， 它 完全 不 触动 我 们 对 两 个 前 提 的 
信任 ， 但 却 影 啊 我 们 对 A 的 信任 ,方式 恰 与 结论 中 所 表达 的 相反 。 以 我 们 探索 式 
三 段 论 的 前 提 为 基础 ， 去 得 到 A 较 可 信 的 结论 仅仅 是 合理 的 。 可 是 ， 第 二 天 我 可 
能 找到 理由 , 完全 不 影响 前 提 , 但 却 使 减少 了 可 信 程 度 , 甚至 明确 地 加 以 否定 。 
于 是 结论 可 能 被 动摇 ， 并 且 甚 至 由 于 其 基础 中 不 可 见 部 分 的 动摇 而 完全 颠倒 过 
来 ， 虽 然 其 前 担 ， 即 可 见 部 分 ， 依 然 成 立 ， 稳 定 如 故 。 


上 述说 明 似乎 会 使 探索 式 的 、 归 纳 的 以 及 其 他 各 种 非 证 明 性 的 似 真 论证 的 
性 质 更 容易 理解 一 些 ， 这 些 论证 若 从 纯粹 证 明 性 的 逻辑 角度 看 来 ， 似 乎 是 令 人 
大 惑 不 解 与 不 可 换 摸 的 。 完 成 这 里 所 选择 的 课题 研究 看 来 需要 有 更 多 的 例子 ， 
考虑 其 他 种 类 的 探索 式 三 段 论 法 以 及 研究 概率 的 概念 ， 参见 作者 的 “数学 与 似 


真 论 证 ”一 文 。] 


探索 式 的 理由 是 重要 的 ， 虽然 它们 并 不 证 明 任 何 东西 。 弄 清 探索 法 理由 也 
非常 重要 ,虽然 在 弄 清楚 的 理由 后 面 还 有 许多 仍然 模糊 并 且 也 许 是 更 重要 的 理 
由 。 
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54. 特殊 化 
特殊 化 是 从 考虑 一 组 给 定 的 对 象 集合 过 渡 到 考虑 该 集合 中 一 个 较 小 的 集 
合 ， 或 仅仅 一 个 对 象 。 特 殊 化 在 求解 问题 时 常常 很 有 用 。 


(1) 例子 。 在 一 个 三 角形 中 , 令 内 切 圆 的 半径 为 r ， 外 接 圆 的 半径 为 R 和 最 长 
的 高 为 H。 则 
『 +R EH 
我 们 必须 证 明 ( 或 推翻 | 这 个 定理 ;， 这 是 一 个 “求证 题 ”。 


所 换 定 理 属于 不 币 见 的 一 种 。 我 们 几乎 想 不 起 任何 有 关 三 角形 具有 相似 结 

论 的 定理 。 如 果 什 么 也 想 不 起 ， 我 们 可 以 试验 一 下 这 个 陌生 推论 的 茶 个 特殊 情 
况 。 最 熟知 的 特殊 三 角形 是 等 边 三 角形 ， 对 于 它 ， 
r=H/ 3 ， R=2H/ 3 
所 以 ， 在 这 个 特殊 情况 下 ， 上 述 推论 是 正确 的 。 


如 果 想 不 出 其 他 念头 ， 我 们 可 以 试验 等 腰 三 角形 这 一 较 一 般 的 特例 。 等 腰 
三 角形 的 形式 随 顶 点 处 的 角度 而 变化 。 它 有 两 个 极限 情况 ， 一 个 是 顶点 角 为 0 
”， 田 一 个 是 180”。 在 第 一 个 极限 情况 中 ， 等 腰 三 角形 的 底 消失 了 ， 显 然 有 


[r=0,， R=H/2 
于 是 ， 推 论 得 到 证 实 。 可 是 ， 在 第 二 个 极限 情况 中 ， 所 有 三 个 高 都 消失 了 ， 而 
「=(0 ; R= coe ， H=0 


上 述 推论 并 未 得 到 证 实 。 于 是 ， 我 们 已 经 证 明了 所 提 定 理 不 成 立 ， 这 就 解决 了 
我 们 的 问题 。 


顺便 说 一 下 ， 对 于 非 平常 的 等 腰 三 角形 | 其 项 角 接近 于 180”) ， 显 然 上 述 
推论 同样 不 成 立 。 所 以 ， 我 们 可 以 “正式 ”地 售 去 上 述 极端 情况 ， 考 虑 这 些 极 
端 情况 不 那么 “正统 ”。 


(2)“ 以 例外 证 明 规律 ”。 这 是 一 名 入 所 共 知 的 格言 ， 我 们 必须 把 它 当 作 
一 个 笑话 来 曙 突 茶 类 人 逻辑 的 不 严 诬 。 如 果 我 们 严肃 认真 地 对 竺 事物 ， 一 个 例外 
当然 束 足 以 不 容 争 辩 地 反驳 任何 目 封 的 规律 或 普 所 性 的 命题 。 否 定 这 类 命题 最 
常用 、 而 且 从 某 些 方面 说 来 是 最 好 的 方法 ， 就 是 举 出 一 个 和 它 不 一 致 的 对 象 ; 
有 些 作者 称 这 类 对 象 ， 为 反例 。 


未 得 证 实 的 所 谓 普遍 性 命题 是 和 对 象 的 某 一 集合 有 关 的 ; 为 了 有 反 驶 这 一 命 
题 ， 我 们 利用 特殊 化 ， 从 集合 中 检 出 一 个 与 命题 不 一 致 的 对 象 。 前 例 { 在 第 1 点 
中 ) 已 表明 如 何 这 样 做 。 开 始 时 , 我 们 可 以 审查 任何 简单 的 特例 ， 即 或 多 或 少 是 
随便 选择 的 、 任 何 容易 试验 的 对 象 。 如 果 试 验 结果 表明 这 个 特例 与 普 裔 性 命题 
不 一 致 ， 则 此 命题 就 得 到 反驳 而 我 们 的 工作 得 以 完成 。 但 是 ， 如 果 所 审查 的 对 
象 和 命题 一 致 ， 我 们 则 有 可 能 从 它 的 审查 中 得 到 某 种 上 暗示。 我 们 可 能 得 到 下 述 
印象 ， 即 ， 该 命题 最 后 可 能 为 真 ;， 并 且 得 到 东 个 建议 ， 即 我 们 应 当 治 什么 方 回 
去 寻找 证 明 。 或 者 ， 象 第 1] 点 中 的 例子 那样 ， 我 们 得 到 茶 个 建议 ， 即 沿 什 么 方 问 
去 找 一 个 反例 ， 换 言 之 ， 我 们 应 当 试 验 哪 些 其 他 特例 。 我 们 可 以 修改 我 们 刚才 
所 审 全 的 特例 ， 把 它 加 以 变化 ， 研 究 人 菏 个 更 一 般 的 特例 ， 寻 找 极端 情况 ， 象 上 
述 (1) 中 所 示范 的 那样 。 


极端 情况 特别 富 于 局 发 性 。 如 果 我 们 假定 一 个 普遍 性 命题 适用 于 所 有 的 哺 
乳 类 动物 ， 它 必定 可 适用 于 乃至 鲸 这 样 一 种 不 寻常 的 哺乳 动物 。 让 我 们 不 要 坊 
记 鲸 这 个 极端 的 情况 。 审 查 它 以 后 ， 我 们 有 可 能 否定 这 个 普遍 性 命题 ， 这 是 个 
很 好 的 机 会 ， 因 为 这 种 极端 情况 很 容易 被 普遍 性 命题 的 发 明 者 所 忽略 。 但 是 ， 
如 果 我 们 发 现 普遍 性 命题 甚至 在 此 极端 情况 下 也 被 证 实 ， 则 由 这 一 验证 所 得 出 
的 归纳 证 据 将 是 强 有 力 的 ,这 正 是 由 于 想 根据 它 否 定 的 期 望 曾经 很 强烈 的 缘故 。 
所 以 ， 我 们 很 想 把 本 节 开 始 时 的 格言 修改 成 : “以 期 望 中 的 例外 检验 规律 ”。 


(3) 例 。 已 知 两 船 的 速度 及 其 在 菜 一 时 刻 的 位 置 ， 两 船 各 以 匀速 治 直线 航 
道行 驶 。 求 当 两 船 相 距 最 近 时 ， 彼 此 之 间 的 距离 。 看 成 质点 。 


已 知 数 是 什么 ? 移动 物体 的 初始 位 置 及 速度 。 这 些 速度 的 大 小 与 方向 都 是 回 
定 的 。 

条 件 是 什么 ? 求 出 当 两 船 相 距 最 近 时 ( 即 当 两 个 动 点 ( 船 ) 彼此 最 靠近 时 ) 的 
距离 。 


画 张 图 。 引 入 合适 的 符号 。 在 图 19 中 ， 点 A 与 点 B 标 出 了 两 船 所 给 定 的 初始 
位 置 ， 有 方向 的 线段 ( 向 量 ) Ap 及 BQ 代表 给 定 的 速度 ， 即 第 一 只 船 沿 着 过 点 A 及 
点 p 的 直线 方向 前 进 ， 并 在 单位 时 间 内 走 过 距 离 iP 。 类 似 地 , 第 二 只 船 沿 直线 BQ 
前 进 。 


P A 
图 19 


未 知 数 是 什么 ? ”两 船 间 的 最 短 距离 。 一 船 沿 皮 航行 ， 男 一 船 沿 BQ 航行 。 


现在 我 们 已 经 清楚 应 该 求 什么 了 ; 


但 是 如 果 我 们 只 希望 用 初等 方法 , 则 我 们 可 能 仍 束手无策 ,。 问题 不 大 容易 ， 
但 其 困难 有 某 些 特色 ， 我 们 不 妨 表达 为 : “变化 太 多 。” 初 始 位 置 A，B 和 速度 
AP，BQ 都 可 用 各 种 不 同方 式 给 定 ; 事实 上 ， 四 点 A,B, P,Q 是 可 以 任意 选择 的 。 
现在 ， 不 论 已 知 数据 是 什么 ， 所 求解 答 必 须 都 能 适用 ， 而 我 们 迄今 尚未 看 出 怎 
样 才能 使 同一 个 解答 适用 于 所 有 上 述 可 能 的 情况 。 出 于 “变化 太 多 ”这 样 的 感 
觉 ， 下 述 问 题 与 解答 可 能 终 久 会 涌现 出 来 : 


你 能 不 能 想 出 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 ' 一 个 更 特殊 的 问题 当然 ， 有 极端 
情况 ， 例 如 其 中 有 一 个 速度 为 0 。 是 的 ， 在 B 点 的 船 可 以 抛锚 ，Q 点 可 以 与 8 点 重 
合 。 从 停泊 的 船 到 移动 的 船 之 间 的 最 短 距 离 垂 直 于 后 者 所 移 动 的 直线 。 


(4) 如 果 上 述 念 头 出 现时 ,预感 到 “前 面 路 还 远 ”, 但 又 感到 该 极端 特例 ( 它 
看 来 似乎 太 简 单 而 不 合用 ) 会 起 某 些 作用 一 一 则 这 个 念头 确实 是 一 个 好 念头 。 


这 里 有 一 个 与 你 的 问题 有 关 的 问题 ， 就 是 你 刚才 解决 的 那个 特殊 问题 。 你 
能 不 能 利用 它 ? 你 能 不 能 利用 它 的 结果 ? 为 了 能 利用 它 ， 你 是 否 应 当 引 入 某 个 畏 
助 元 素 ? 应 该 利用 ， 但 怎么 利用 呢 ? 怎样 才能 把 g 停止 不 动 这 一 情况 的 结 采 用 到 


回 前 移动 的 情况 去 呢 ? 停止 不 动 是 运动 的 特例 。 而 且 运 动 是 相对 的 一 一 所 以 , 不 
论 8 的 给 定 速度 是 多 少 ,我 都 可 把 8 看 作 是 停止 不 动 的 ! 下 面 更 清楚 地 表达 了 这 个 
念头 : 如 果 我 们 使 由 两 具 船 所 组 成 的 整个 系统 具有 同一 个 均匀 速度 。 则 两 船 的 
相对 位 置 不 变 ， 相 对 距离 保持 不 变 ， 特 别 是 问题 所 求 的 两 船 最 短 相 对 距离 也 保 
持 不 变 。 现 在 ， 我 可 以 加 上 一 个 运动 ， 把 其 中 一 个 船 的 速度 减 为 0， 这 样 就 把 问 
古 的 普 训 情况 简化 为 刚才 解决 的 特殊 情况 。 让 我 在 BQ 与 首 上 加 上 一 个 与 BQ 方 癌 
相反 ， 大 小 相等 的 速度 。 这 是 个 辅助 元 素 ， 它 使 我 们 有 可 能 利用 特殊 结果 。 


作出 最 短 距离 6$， 见 图 20。 


(5) 上 述 【 第 (3) ，( 4 点】 解答 用 了 一 个 值得 我 们 分 析 与 记 住 的 逻辑 模式 。 


为 了 解决 我 们 原来 的 问题 【(3) 中 前 儿 行 】， 我 们 先 解 决 为 一 个 问题 ， 该 
问题 我 们 恰当 地 称 之 为 辅助 问题 【(3) 中 最 后 儿 行 】。 此 辅助 问题 是 原 问 题 的 一 
个 特例 ( 即 极 端 情况 ， 两 山 之 一 停止 不 动 ) 。 原 问题 是 提出 来 的 ， 而 辅助 问题 是 
在 求解 过 程 中 创造 出 来 的 。 原 问题 看 起 来 困难 ， 而 辅助 问题 的 求解 比较 直接 了 
当 。 作 为 特例 的 辅助 问题 实际 上 比 原 问 题 的 期 望 更 小 。 那 么 ， 在 辅助 问题 的 基 
础 上 居然 能 解决 原 问题 ， 这 是 为 什么 呢 ? 这 是 因为 在 把 原 问 题 化 简 成 辅助 问题 
时 ， 我 们 增加 了 一 个 重要 的 补充 说 明 ( 关于 运动 的 相对 性 ) 。 


我 们 成 功 地 解决 了 我 们 的 原 问 题 归 功 于 两 点 。 第 一 ， 我 们 想 出 了 一 个 有 利 
的 辅助 问题 。 第 二 ， 我 们 发 现 了 一 个 从 辅助 问题 过 渡 到 原 问题 的 补充 说 明 。 我 
们 用 两 步 解决 了 原 问 题 , 束 象 小 河 当中 正好 有 块 合适 的 石 涉 可 作 临 时 的 路 脚 石 ， 
我 们 用 两 步 过 河 一 样 。 


忆 之 ， 在 解决 更 困难 的 、 期 望 大 的 、 具 普遍 性 的 原 问 题 时 ， 我 们 利用 了 不 
太 困难 的 、 期 望 小 的 、 特 殊 的 辅助 问题 作为 踏 脚 石 。 


(6) 特殊 化 还 有 许多 其 他 用 途 ， 这 里 无 法 一 一 讨论 了 。 我 们 仅仅 提 一 下 ， 
它 在 检验 解答 方面 也 是 有 用 的 【 匈 “ 你 能 检验 这 结果 吗 ? ”第 (2) 点 】。 


一 种 多 少 有 点 原始 的 特殊 化 类 型 对 教师 币 币 很 有 用 。 这 就 是 将 问题 中 的 抽 
象 数 学 元 素 给 以 某 些 具体 解释 。 例 如 ,问题 中 有 个 长 方 体 ,教师 可 取 教 室 为 例 ( 见 


第 8 节 ) 。 在 立体 解析 几何 由， 教室 的 一 角 可 取 为 坐标 原点 ， 地 板 和 两 面 增 作 为 
坐标 平面 , 两 个 水 平 的 棱 和 一 个 垂直 的 棱 作 为 坐标 轴 。 在 解释 旋转 面 的 概念 时 ， 
教师 可 以 用 粉笔 在 门 上 画 一 根 曲线 ， 然 后 慢 慢 开 门 。 这 些 肯定 都 是 些 简单 的 演 
示 ， 然 而 凡是 能 使 学 生 熟 习 教 学 的 事 ， 我 们 都 不 应 当 忽视 。 数 学 是 一 门 非常 抽 
象 的 科学 ， 但 同时 它 又 应 当 非 常 具体 地 加 以 阐述 。 


55 .潜意识 的 工作 

有 一 天 傍晚 ,我 想 和 一 位 朋友 讨论 一 位 作者 , 但 我 怎么 也 想 不 起 他 的 名 字 。 
我 烦恼 不 堪 ， 因 为 我 对 他 的 故事 之 一 记得 很 清楚 。 我 还 记得 一 些 有 关 作 者 本 人 
的 故事 ， 很 希望 谈 谈 这 些 故事 ， 事 实 上 ， 除 了 名 字 以 外 ， 我 什么 全 都 记得 。 我 
茧 思 舌 想 ， 仍 然 没 有 想起 他 的 名 字 。 可 是 第 二 天 清晨 ， 我 刚 一 想到 头 天 晚上 的 
烦恼 时 ， 疯 不 费 吹 灰 之 力 就 想 出 了 他 的 名 学 。 


读者 很 可 能 也 有 这 方面 的 类 似 经 验 。 如 果 读者 是 一 个 热心 的 解 题 者 ， 他 在 
解 题 方 面 大 概 也 有 某 些 类 似 的 经 验 。 常 第 会 出 现下 列 情况 ， 你 对 一 个 问题 束 手 
无 策 ; 你 奋力 工作 ， 然 而 坚 无 进展 。 但 当 你 休息 一 夜 或 者 中 断 几 天 之 后 ， 突 然 
出 现 了 一 个 好 念头 ， 问 题 便 迎 为 而 解 了 。 这 与 问题 本 身 的 性 质 关系 其 微 ， 无 沦 
足 一 个 息 却 的 词 ， 字 文中 的 一 个 难 字 ， 一 封 恼人 信件 的 开头 或 者 数学 题 的 解 ， 
都 可 能 这 样 想 出 来 。 


这 类 偶然 发 生 的 事 给 人 的 印象 是 潜意识 工作 。 事 实 是 : 一 个 问题 ， 在 搁置 
一 段 时 间 以 后 ， 可 能 返回 到 意识 中 来 ， 而 且 基 本 上 已 澄清 ， 比 当初 搁置 起 来 时 
要 接近 解答 得 多 。 是 谁 使 它 漆 清 了 呢 ? 是 谁 使 它 接近 解答 的 ? 显然 ， 不 是 别人 ， 
是 解 题 者 本 人 在 潜意识 地 工作 。 除 此 之 外 ， 很 难 作出 其 他 的 解答 。 虽 然 心理 学 
家 已 经 发 现 了 另 一 种 解答 的 起 始 部 分 ， 这 种 解答 也 许 有 朝 一 日 会 变 成 令 人 更 为 
满意 的 。 


不 论 潜意识 工作 的 理论 有 没有 什么 价值 ， 肯 定 存 在 着 一 个 限度 ， 超 过 这 个 
限度 我 们 就 不 能 迫使 意识 有 所 反应 。 有 茶 些 时 刻 ， 这 时 我 们 最 好 暂时 把 问题 束 
之 高 效 。“ 谋 之 于 枕 ” 是 一 名 古老 的 忠告 。 稍 事 休 县 之 后 ， 我 们 可 能 事 半 而 功 
倍 。“ 今 日 不 成 ， 明 朝 可 能 ”， 这 是 为 一 句 古 详 。 然 而 我 们 不 希望 把 将 来 还 要 
回 过 头 来 再 搞 的 问题 没有 什么 进展 就 搁置 一 劳 ， 当 我 们 搁置 这 个 问题 时 ， 问 题 
至 少 应 当 解 决 了 一 些 ， 在 菜 个 方面 有 所 澄清 。 


只 有 下 述 问题 重新 使 起 时 才 有 所 进展 ， 即 那些 我 们 热切 希望 求解 或 者 我 们 
曾经 为 之 十 分 紧张 地 工作 过 的 问题 。 看 来 ， 为 使 潜意识 工作 ， 主 观 意 识 的 努力 
与 紧张 是 必 不 可 少 的 。 不 管 怎 样 ， 如 若 不 然 ， 则 问题 未 免 过 于 轻而易举 了 ， 因 
为 我 们 只 要 睡 上 一 觉 ， 袖 手 等 待 一 个 好 念头 便 可 解决 了 环 手 问题 。 


自古 以 来 ， 我 们 总 把 突然 而 来 的 好 念头 看 成 一 种 灵感 ， 一 种 上 第 的 恩赐 。 
你 必须 工作 或 者 至 少 有 强烈 的 愿望 ， 才 配 得 到 这 种 因 网 。 


56 。 对 称 
对 称 有 两 个 意义 ， 一 个 是 较为 常用 的 、 特 定 的 几何 意义 ， 另 一 个 是 不 太 常 
见 的 ， 普 遍 化 的 逻辑 意义 。 


在 初等 立体 几何 中 考虑 两 类 对 称 : 对 称 于 一 个 平面 ( 称 为 对 称 平面 ) 和 对 称 
于 一 个 点 ( 称 为 对 称 中 心 ) 。 人 体 看 起 来 好 象 很 对 称 ， 但 事实 上 不 然 ， 许 多 内 肚 
的 位 置 并 不 对 称 。 一 个 雕像 可 以 完全 对 称 于 一 个 垂直 平面 ， 以 致 其 两 半 看 起 来 
可 以 完全 “ 互 换 ”。 


“对 称 ” 这 个 词 的 较为 普遍 接受 的 一 个 含意 是 : 一 个 整体 若 有 可 互 换 的 诸 
部 分 就 称 为 对 称 。 有 各 种 各 样 的 对 称 ; 它们 可 互 换 部 分 的 数目 不 同 ， 可 互 换 部 
分 的 功能 不 同 。 这样， 一 个 正方 体 是 高 度 对 称 的 ， 因 为 它 的 六 面 可 互 换 ,8 个 项 
点 可 互 换 ，12 条 边 也 可 以 互 换 。 表 达 式 

yYZ2+2X+XyY 
是 对 称 的 ， 因 为 三 个 字母 "+、y、z 中 任意 两 个 都 可 以 互 换 而 表达 式 不 变 。 


从 一 般 意 义 上 讲 ， 对 称 对 我 们 的 论题 很 重要 。 如 果 一 个 问题 以 共 种 方式 对 
称 ， 则 我 们 注意 其 可 互 换 部 分 常会 得 到 某 种 好 处 ， 而 且 和 常常 很 值得 用 同样 的 方 
式 处 理 有 同样 作用 的 部 分 ( 见 “ 辅 助 问题 ”一 市 ， 第 3 上) 。 


我 们 要 笠 试 对 称 地 处 理 对 称 的 东西 ， 而 不 要 随便 破坏 任何 自然 对 称 性 。 然 
而 ， 有 时 我 们 不 得 不 用 非 对 称 方式 处 理 自然 对 称 的 东西 。 一 付 手 套 表 定 是 对 称 
的 ;但 却 没 有 人 完全 对 称 地 处 理 过 ， 没 有 人 是 同时 戴 上 两 上 只 手套 的 ， 总 是 先 戴 


在 检验 结果 方面 ， 对 称 也 可 能 有 用 。 见 第 14 节 。 


57 .新 术语 和 老 术语 

描述 解 题 活动 的 新 老 术 语 常常 语意 含混 。 人 至 于 解 题 活动 本 喘 ， 每 个 人 都 很 
熟悉 并 且 币 币 加 以 讨论 ， 但 它 却 象 其 他 智力 活动 一 样 ， 难 于 描述 。 由 于 缺乏 系 
统 的 研究 ， 没 有 描述 它 的 专门 术语 ， 而 茶 些 常用 的 半 专 业 性 术语 ， 因 为 被 不 同 
的 作者 用 于 不 同 的 含意 ， 反 而 增添 了 混乱 。 


下 面 列 出 的 包括 若干 本 书 所 采用 的 新 术语 和 避 而 不 用 的 老 术 语 ， 也 包括 一 
些 尽 管 词 意 含混 但 却 保留 使 用 的 老 术 语 。 读 者 除非 将 其 概念 用 实例 加 以 巩固 ， 
否则 可 能 被 以 下 术语 的 讨论 卉 得 景 头 转向 。 


(1) 分析。 分 析 一 词 已 由 帕 扑 斯 简洁 地 定义 过 了 ,这 是 个 很 有 用 的 术语 , 它 
描述 制定 计划 的 典型 方法 ， 即 由 未 知 数 ( 或 结论 ) 开始 ， 朝 着 已 知 数据 ( 或 前 提 | 
的 方向 ， 倒 着 干 。 不 幸 ， 这 个 词 已 经 获得 了 各 种 很 不 相同 的 意义 ( 例如 ， 数 学 分 
析 ， 化 学 分 析 ， 逻 辑 分 析 ) 。 因 此 ， 本 书 遗 憾 地 避 而 不 用 。 


(2) 条件。 条 件 把 “求解 题 ”的 未 知 数 和 已 知 数据 联系 起 来 | 见 “ 求 解 题 ， 
求证 题 ” 一 节 ， 第 (3) 点 ] 。 在 这 个 意义 上 ， 它 是 一 种 清楚 、 有 用 、 不 可 或 缺 的 
术语 。 常 常 有 必要 将 条 件 分 解 为 儿 个 部 分 [ 在 “分 解 与 重新 组 合 ” 一 节 第 ( 7) 、 
(8) 点 中 的 例子 里 , 分 解 成 部 分 (1) 与 部 分 { I) ] 。 现 在 ,通常 把 条 件 的 每 一 部 分 
都 称 为 一 个 条 件 。 这 种 有 时 巷 麻 烦 的 含混 不 清 ， 很 容易 用 引入 某 个 专门 术语 来 
代表 整个 条 件 中 的 各 个 部 分 这 一 办 法 而 加 以 避免 。 例 如 ， 我 们 不 妨 把 这 样 一 个 


部 分 称 做 一 个 “ 子 条 件 ”。 


(3) 前 提 。 前 提 是 较 第 见 的 一 类 数学 定理 中 的 基本 部 分 ( 见 “ 求 解 题 ， 求 证 
题 ”一 节 ， 第 [4) 点 ) 。 在 这 个 意义 上 ， 这 个 术语 是 完全 清楚 并 且 令 人 满意 的 。 
困难 在 于 此 前 提 的 每 一 部 分 也 称 为 一 个 前 提 ， 因 而 使 得 前 提 可 能 是 由 好 几 个 前 
提 所 组 成 。 补 救 的 方法 是 ， 可 以 把 整个 前 提 的 各 个 部 分 叫做 一 个 “ 子 前 提 ” 或 
其 他 类 似 名 词 | 请 与 前 面 “条 件 ” 一 市 的 说 明 相 比较 ) 。 


(4) 主要 部 分 。 一 个 问题 的 主要 部 分 已 在 “求解 题 ， 求 证 题 ” 一 第 (3) ， 
(4) 点 中 定义 过 。 


(5 引 求 解 题 ， 求 证 题 。 这 是 一 对 新 术语 ， 我 们 遗憾 地 引进 它们 来 代替 历史 
悠久 、 然 而 其 含义 已 被 流行 用 法 弄 混 而 无 法 补救 的 术语 。 在 希腊 数学 课本 的 拉 
丁 文本 中 , 两 类 问题 的 共同 名 字 是 “propositio”;“ 求 解 题 ” 称 为 “probl ema”， 
而 “求证 题 ” 称 为 “theorema ”。 在 老式 数学 语言 中 ，proposition、problem、 
theor em 仍然 保留 着 这 种 “ 欧 几 里 得 ” 式 的 含义 ， 但 在 近代 数学 语言 中 ， 已 经 完 
全 变 了 样 ， 这 就 说 明 我 们 引进 新 术 话 是 合理 的 。 


(6 渐 近 论证 。“ 渐 进 论 证 ”一 词 曾经 被 各 种 作者 用 于 各 种 含义 ， 而 有 些 
作者 则 采用 古老 的 含义 : “综合 ”| 参见 下 面 第 9 点 ) 。 后 一 用 法 语义 虽 不 含混 ， 
但 我 们 这 里 避 而 不 用 这 个 术语 。 


(四 回归 论证 。 这 一 名 词 曾 被 茶 些 作者 用 于 古老 的 含义 : “分 析 ”| 请 与 第 
(1 ，(6) 点 相 比较 ] 。 此 术语 虽 不 含混 ， 但 我 们 这 里 避 而 不 用 。 


(8) 解 。 如 果 就 纯 数学 意义 而 言 ， 它 是 一 个 完全 清楚 的 术语 ， 它 表示 满足 
“求解 题 ” 条 件 的 任何 对 象 。 这 样 ， 方程:^2 一 3x+2=0 的 解 是 它 的 根 : 1 与 。 不 
举 ， 这 个 名 词 还 有 其 他 不 是 纯 数学 的 含义 并 且 和 其 数学 含义 一 起 被 数学 家 所 表 
用 。“ 解 ”一 词 也 可 意味 着 “ 解 题 过 程 ” 或 “ 解 题 中 所 做 的 工作 ”; 当 我 们 谈 
到 “ 难 解 ”时 ， 我 们 就 是 用 的 这 个 意义 。“ 解 ”也 可 意味 着 解 题 所 做 的 工作 结 
果 ; 当 我 们 说 “巧妙 的 解 ” 时 ， 我 们 用 的 是 这 个 含义 。 于 是 ， 有 时 会 出 现 这 种 
情况 ， 即 我 们 必须 在 同一 句 话 里 谈 到 满足 问题 条 件 的 对 象 、 为 得 到 这 个 对 象 所 
做 的 工作 以 及 此 工作 结果 时 ， 如 果 我 们 放任 自流 地 把 三 类 事物 全 都 称 为 “ 解 ” 
的 话 ， 那 么 我 们 的 文 意 就 无 法 十 分 清楚 了 。 


(9) 综合 。“ 综 合 ”一 词 曾 被 由 扑 斯 用 于 一 个 已 很 好 定义 过 的 意义 上 ， 值 
得 我 们 加 以 保留 。 然 而 很 遗憾 ， 由 于 和 反 义 语 “ 分 析 ” 相 同 的 原因 ， 本 书 中 避 
而 不 用 。 


58 ， 量 纲 检验 
量 纲 检验 是 一 种 众所周知 的 、 快 速 而 有 效 的 检验 几何 或 物理 公式 的 方法 。 


(1) 为 了 回忆 检验 怎样 进行 ， 我 们 考虑 一 个 正 圆 侣 。 令 
R 为 下 底 半 径 ， 
为 上 底 半 径 ， 


h 为 圆 台 的 高 ， 
9 为 圆 台 的 测 面 积 如 果 R，r ，h 已 知 ， 则 5 显然 确定 。 我 们 求 出 表达 式 
S=n(R+tr) VR-r) :+h 


对 于 这 个 表达 式 ， 我 们 希望 用 量 纲 检验 。 


一 个 几何 量 的 量 纲 是 显而易见 的 。R，r ，h 是 长 度 ， 如 果 我 们 采用 科学 单 
位 ， 用 厘米 量度 ， 则 它们 的 量 纲 是 厘米 。 面 积 " 用 平方 厘米 量度 ， 其 量 纲 为 厘米 
“2。 上 式 中 的 =3,14159…… 仅 仅 是 个 数 ， 如 果 我 们 想 给 一 个 纯 数量 指定 一 个 
量 纲 ， 则 它 必然 是 厘米 =1。 


一 个 和 的 各 个 项 必须 有 相同 的 量 纲 ， 并 且 该 量 纲 也 必须 是 和 的 量 纲 。 这 样 
R，r ， 和 R+r 具有 相同 的 量 纲 ， 即 厘米 。(R 一 + ) :和 ht 这 两 项 也 有 相同 的 量 纲 厘 
米 :! 正如 它们 必须 如 此 那样 ) 。 


乘积 的 量 纲 是 其 因子 量 纲 之 积 ， 关 于 需 也 有 类 似 的 规则 。 在 我 们 正在 检验 
的 公式 两 边 把 各 个 量 代 之 以 其 量 纲 ， 我 们 得 到 
厘米 =1。 厘米 。\/ 厘 米 ? 
这 显然 成 这 ， 此 检验 未 检测 出 公式 有 何 错误 。 于 是 公式 通过 了 检验 。 


其 他 的 例子 ， 参 见 第 14 节 和 “你 能 检验 这 结果 吗 ! ”一 市 ， 第 [外 点 。 


(2) 对 问题 的 最 终结 果 或 中 间 结 果 ， 我 们 上 自己 的 工作 或 他 人 的 工作 ( 量 纲 检 
验 非常 适用 于 检验 考卷 的 错误 ) 都 可 以 应 用 量 纲 检验 ， 还 可 用 于 我 们 收集 到 ( 想 
到 ) 的 公式 ， 旋 全 我 们 所 猜测 到 的 公式 。 


各 果 你 想起 球 的 面积 与 体积 公式 是 4 tr 和- 


哪个 的 ， 那 么 量 纲 检 验 很 容易 消除 疑 团 。 


， 但 没有 把 握 哪 个 公式 是 


(G3 ) 量 纲 检验 在 物理 中 甚至 比 在 几何 中 还 更 重要 。 


让 我 们 考虑 一 个 “简单 的 ” 摆 ， 即 一 个 小 小 的 重 物 用 一 根 线 悬 挂 起 来 ， 线 
长 我 们 认为 不 变 ， 而 线 的 重量 我 们 认为 可 忽略 不 计 。 令 | 代表 线 长 ，! 代表 重力 
加 速度 ，T 代 表 摆 的 周期 。 


根据 力学 方面 的 考虑 ，T 仅 仅 依赖 于 | 和 gy 。 但 依赖 的 形式 是 什么 ? 我 们 可 能 
记得 或 猜测 到 


T=Cl 9 
式 中 c，m, mn 是 数值 常数 。 即 ， 我 们 假定 T 正 比 于 | 和 9 的 某 个 震 | ，dg 。 


我 们 注意 量 纲 。 由 于 T 为 时 间 ， 它 的 单位 是 秒 ， 因 此 量 纲 是 秒 。 长 度 | 的 量 
纲 是 厘米 ， 加 速度 9 的 量 纲 是 厘米 。 秒 “， 而 数值 常数 [的 量 纲 是 | 。 量 纲 检验 得 


秒 =1。! 厘米 )"。 |( 厘米 。 秒 )" 
或 
秒 =( 厘米 )“。 秒 " 
现在 ， 在 公式 两 侧 ， 基 本 单位 厘米 与 秒 必须 有 相同 的 究 ， 于 是 我 们 得 到 
0=mt+n 


所 以 
n=1/2 m=- 1/2 
因此 ， 周 期 1 的 公式 必定 为 下 列 形式 : 


Tat rat 请 
8 


在 本 例 中 ， 量 纲 检验 的 收获 很 大 ， 然 而 量 纲 并 不 能 产生 一 切 。 首 先 ， 它 并 
不 给 出 有 关 和 常数 [数值 方面 的 信息 ( 事实 上 ，C 是 2x) 。 其次, 它 不 提供 公式 有 效 
使 用 范围 方面 的 信息 ; 公式 只 对 摆 的 小 幅度 振动 有 效 并 且 还 仪 仅 是 近似 公式 | 对 
“无 限 小 的 ”振动 ， 它 才 是 精确 的 。) 尽管 有 上 述 限 制 ， 但 坚 无 疑问 ， 考 虑 量 纲 
使 我 们 得 以 很 快 地 并 且 以 最 初等 的 方法 预见 到 结果 的 基本 部 分 ， 而 此 结果 的 彻 
底 讨 论 要 用 高 深 得 多 的 方法 。 在 许多 类 似 情况 下 都 是 如 此 。 


)) .未 来 的 数学 家 
未 来 的 数学 家 应 当 是 一 个 聪明 的 解 题 者 ， 但 仪 仪 是 一 个 聪明 的 解 题 者 还 不 
够 。 在 适当 的 时 刻 ， 他 应 当 解 决 重要 的 数学 问题 ， 而 他 首先 应 当 找 出 他 的 天 赋 


寺 别 适合 哪 一 类 问题 。 


对 于 他 ， 工 作 中 最 重要 的 一 部 分 是 回顾 已 完成 的 解 。 在 研究 他 目 己 的 工作 
过 程 和 解答 的 最 后 形式 时 ， 他 可 能 发 现 需 要 观察 研究 的 事物 真是 形形色色 、 无 
穷 无 尽 。 他 可 以 沉思 问题 的 困难 所 在 以 及 关键 性 的 念头 是 什么 ; 他 可 以 试图 找 
出 究竟 是 什么 阻碍 了 他 ， 是 什么 最 后 帮助 了 他 。 他 可 以 寻求 简单 的 直观 概念 : 
你 能 不 能 一 下 子 看 出 它 ? 他 可 以 比较 与 发 展 各 种 方法 : 你 能 不 能 用 不 同 的 方法 导 
出 这 结束 ? 他 可 以 尝试 把 当前 的 问题 与 一 个 早已 解决 的 问题 相 比 较 从 而 澄清 当 
前 的 问题 ， 他 可 以 答 试 去 发 明 新 问题 ， 而 这 些 新 间 题 可 以 在 他 刚才 所 完成 的 工 
作 基 础 上 加 以 解决 :你 能 不 能 把 这 结果 或 这 方法 利用 到 某 个 其 他 问题 上 ? 对 他 所 
解决 的 问题 尽 可 能 完全 地 消化 吸收 、 融 会 贯通 , 则 他 可 以 得 到 井然 有 序 的 知识 ， 
以 备 随时 应 用 。 


未 来 的 数学 家 ， 正 象 其 他 每 个 人 一 样 ， 是 通过 模仿 和 实践 来 学 习 的 。 他 应 
当 寻 求 要 模仿 的 正确 模型 。 他 应 该 观察 一 个 激励 人 心 的 教师 。 他 应 该 和 一 个 有 
能 力 的 朋友 竞赛 。 然 后 ， 可 能 是 最 重要 的 ， 他 所 阅读 的 东西 应 当 不 仅仅 限于 流 
行 的 教科 书 而 应 当 阅 读 优秀 作者 的 著 必 ， 直 到 他 找到 一 个 他 天 然 倾向 于 模仿 其 
方法 的 作者 为 止 。 他 应 当 享受 并 探求 什么 对 他 看 来 是 简单 的 ， 或 者 是 有 启发 性 
的 ， 或 者 是 深 完 的 。 他 应 当 解 题 ， 选 择 符合 他 思路 的 问题 ， 竖 思 藻 想 其 解答 并 
发 明 新 问题 。 用 上 述 方法 以 及 所 有 其 他 方法 ， 他 应 该 力争 做 出 他 的 第 一 个 重要 
发 现 ;他 应 当 发 现 他 目 己 的 爱好 与 厌恶 、 他 的 情趣 和 他 上 自己 的 擅长 。 


60. 聪明 的 解 题 者 


聪明 的 解 题 者 经 党 问 目 己 那些 类 似 于 我 们 的 表 中 的 问题 。 他 大 概 自 己 发 现 
过 这 类 问题 ， 或 者 从 别人 那里 昕 到 过 这 样 一 个 问题 ， 然 后 目 己 发 现 了 其 恰当 用 
法 。 他 再 三 重复 同一 个 刻板 定型 的 问题 可 能 完全 出 于 不 目 觉 。 或 者 这 问题 是 他 
的 一 个 特殊 爱好 ; 他 知道 该 问题 是 他 智力 活动 的 一 部 分 ， 适 合 于 工作 的 这 样 和 
那样 的 阶段 ， 于 是 他 通过 提问 正确 的 问题 ， 唤 起 正确 的 智力 活动 。 


聪明 的 解 题 者 会 发 现 我 们 表 中 的 问题 与 建议 很 有 用 。 他 可 能 对 说 明 表 中 某 
一 个 问题 的 阐述 与 实例 理解 得 十 分 好 ， 他 可 能 猜 到 该 问题 的 正确 用 法 ;然而 他 
并 不 能 真正 的 理解 ， 除 非 他 亲自 磁 到 过 该 问题 在 他 工作 中 所 试图 引起 的 做 法 ， 
同时 在 体验 了 问题 有 用 以 后 ， 杀 上 自发 现 了 其 正确 用 法 。 


聪明 的 解 题 者 应 当 准备 好 提问 表 中 所 有 的 问题 ， 但 是 只 有 当 他 仔细 地 考虑 
过 手头 的 题目 并 且 经 过 他 目 己 不 抱 成 匈 地 判断 之 后 他 才能 提问 题 ， 否 则 一 个 问 
题 也 别 问 。 事 实 上 ， 他 必须 亲自 识别 当前 情况 是 否 与 他 过 去 成 功 地 应 用 该 问题 
的 其 他 情况 相 类 似 。 


聪明 的 解 题 者 首先 要 力争 尽 可 能 彻底 而 叉 清楚 地 了 解 题目 。 可 是 仅仅 了 解 
还 不 够 ， 他 必须 全 神 贯 注 于 该 题 ， 他 必须 淘 望 得 到 解答 。 如 果 他 不 能 激发 真正 
的 解 古 愿望 ， 他 最 好 将 该 题 束之高阁 。 真 正成 功 的 公开 秘诀 是 ， 把 你 的 全 部 刁 
心 投 入 到 你 的 题目 中 去 


61. 聪明 的 读者 
一 本 数学 书 的 聪明 读者 希望 两 件 事 : 
第 一 ， 看 出 当前 这 步 论 证 是 正确 的 。 
第 二 ， 看 出 当前 这 步 的 目的 。 


一 个 数学 讲座 的 聪明 的 听众 具有 相同 的 愿望 。 如 果 他 不 能 看 出 当前 这 步 论 
证 是 正确 的 ， 其 至 怀疑 它 可 能 不 正确 ， 他 可 能 表示 非议 并 提出 问题 。 如 果 他 不 
能 看 出 当前 这 步 的 任何 目的 ， 也 猜 不 出 任何 理由 ， 他 通常 甚至 不 能 形成 清楚 的 
反对 意见 ， 他 虽 不 提出 非议 但 却 灰心 而 厌烦 ， 并 且 丢 失 了 论证 的 线索 。 


聪明 的 教师 和 教科 : 书 的 聪明 作者 应 当 把 上 述 观 点 率 记 心头 。 正 确 地 写 与 
讲 肯 定 是 必要 的 ， 但 还 不 够 。 如 果 在 书 中 或 黑板 上 的 推导 很 正确 ， 但 接连 儿 步 
的 目的 难以 理解 ， 如 果 读 者 或 听众 不 能 理解 怎样 才能 在 力所能及 的 范围 内 找 出 
这 样 一 个 论证 ， 如 果 不 能 从 推导 中 得 到 他 自己 如 何 找 出 这 样 一 个 论证 的 局 示 ， 
那么 这 种 推导 是 难于 接受 和 无 教 荔 的 。 


我 们 表 中 的 问题 与 建议 ， 在 强调 论证 的 目的 和 动机 方面 ， 可 能 对 作者 和 教 
师 很 有 用 。 在 这 方面 特别 有 用 的 问题 是 : “你 是 否 利用 了 所 有 的 已 知 数 ; ”作者 
或 教师 可 以 通过 这 个 问题 表明 有 充分 理由 考虑 一 个 前 此 未 曾 用 过 的 已 知 数据 。 
读者 或 听众 为 了 理解 作者 与 教师 为 什么 考虑 茶 个 元 素 也 可 以 提出 相同 的 问题 ， 
同时 ， 读 者 或 听众 在 提问 这 个 问题 时 可 能 会 感到 仿佛 他 自己 也 能 发 现 论证 的 这 


人 少 。 


62 ， 传统 的 数学 教授 


民间 传说 中 的 传统 数学 教授 是 心 不 在 看 的 。 通 常 他 在 公众 面前 出 现时 ， 仿 
佛 每 只 手 里 都 握 着 一 把 已 丢失 的 爹 。 他 宁可 面向 黑板 ， 背 对 学 生 。 他 写 3 时 ,， 口 
里 讲 b ， 意 思 指 ( ;但 实际 应 当 是 4 。 他 的 某 些 说 法 是 世代 相传 的 : 

“为 了 求解 微分 方程 ， 你 盯 着 它 瞧 ， 直 到 你 得 到 一 个 解答 。” 

“这 个 原理 太一 般 化 ， 以 致 不 可 能 有 什么 具体 应 用 。” 

“几何 是 在 不 正确 的 图 形 上 进行 正确 论证 的 艺术 。” 

“克服 困难 的 方法 就 是 绕 过 它 。” 

“方法 与 手段 之 间 有 什么 差别 ? 方法 就 是 你 用 过 两 次 的 手段 。” 


你 毕竟 还 可 以 从 这 位 传统 数学 教授 那里 学 到 点 什么 。 我 们 但 愿 那些 教师 
( 学生 从 他 那里 学 不 到 任何 东西 的 ) 不 要 变 成 传统 的 才 好 。 


63 .问题 的 变化 

一 个 飞 虫 尝试 穿 过 玻璃 窗 逃 授 ， 它 不 断 重复 同一 个 旦 无 希望 的 动作 ， 不 断 
撞击 玻璃 ， 而 不 去 试 试 那 肩 开 着 的 、 它 原先 从 那儿 进来 的 窗子 。 老 鼠 则 比 飞 忠 
聪明 ， 它 被 捕 在 鼠 和 党 中 ， 它 在 两 根 党 柱 之 间 试 试 ， 想 外 出 去 ， 然 后 义 试 试 劳 边 
两 根 ， 后 来 义 试 试 别 的 柱子 ， 它 变化 它 的 试验 ， 它 探索 各 种 可 能 。 人 人 能够 ， 而 
且 也 应 当 能 够 更 聪明 地 变化 他 的 试验 ， 以 更 深入 的 理解 来 探索 各 种 可 能 ， 通 过 
自己 的 错误 与 缺点 来 学 习 。“ 试 试 ， 再 试 试 ” 是 个 通用 的 忠告 。 这 是 个 好 忠告 。 
飞 虫 、 老 限 和 人 都 照 这 个 忠告 办 事 ， 但 者 其 中 一 个 比 其 他 的 办 得 更 成 功 ， 这 是 
因为 他 更 聪明 地 变化 其 问题 的 缘故 。 


(1) 在 工作 结束 时 ， 我 们 得 到 了 解答 ， 我 们 对 问题 的 概念 比 开始 时 更 完整 、 
更 充分 。 由 于 我 们 期 望 从 问题 的 初始 概念 进展 到 更 充分 、 更 适当 的 概念 ， 我 们 
试验 各 种 立足 点 ， 从 各 个 方面 观察 该 问题 。 


解 题 中 的 成 功 有 赖 于 选择 正确 的 方面 ， 有 赖 于 从 好 接近 的 一 侧 攻击 堡垒 。 
为 了 找 出 哪个 方面 是 正确 的 方面 ， 哪 一 侧 是 好 接近 的 一 侧 ， 我 们 从 各 个 方面 、 
各 个 侧 边 去 试验 ， 我 们 变化 问题 。 


(2) 问题 的 变化 是 必要 的 。 这 一 事实 可 用 各 种 方法 加 以 解释 。 这 样 ， 从 茶 
种 观点 看 来 ， 解 题 中 的 进展 被 看 作 是 对 早先 获得 的 知识 进行 了 动员 与 组 织 的 结 
果 。 我 们 必须 从 记忆 中 汲取 茶 些 元 素 并 且 放 进 当前 的 问题 中 。 变化 当前 的 问题 ， 
有 利于 我 们 去 汲取 这 样 的 元 素 。 怎 么 做 呢 ? 


我 们 记忆 事物 是 通过 一 类 被 称 为 “内 心 联想 ”的 “接触 活动 ”来 进行 的 ; 
我 们 现在 脑 中 的 事物 倾 问 于 使 我 们 回想 过 去 曾 和 这 事物 接触 过 的 东西 { 这 里 因 
篇 幅 所 限 ， 同 时 也 无 必要 去 对 联想 的 理论 作 较 简略 介绍 或 者 讨论 其 限度 ) 。 变 化 
问题 使 我 们 引进 了 新 的 内 容 ， 从 而 产生 了 新 的 接触 ， 产 生 了 和 我 们 问题 有 关 的 
元 素 接触 的 新 可 能 性 。 


(3 引 1 没有 专心 致 志 ， 我 们 不 能 希望 解决 任何 有 价值 的 问题 。 但 若 把 我 们 的 
注意 力 专 心 致 志 地 集中 于 同一 点 上 ， 我 们 很 容易 疫 芳 。 为 了 保持 我 们 的 注意 力 
而 又 生气 动 荔 ， 我 们 必须 不 集 地 变换 我 们 的 对 象 。 


如 果 我 们 的 工作 有 进展 ， 有 事情 可 做 ， 有 新 内 容 要 审查 ， 我 们 的 注意 力 残 
会 集中 ， 兴 趣 合 然 。 但 如 果 工 作 没 有 进展 ， 我 们 的 注意 力 就 会 松懈 ， 兴 趣 索然 。 
一 旦 我 们 对 问题 感到 疲劳 ， 我 们 思想 开小差 ， 就 会 有 完全 丢失 该 问题 的 危险 。 
为 了 避免 这 种 危险 ， 我 们 必须 给 目 己 提 一 个 有 关 这 个 问题 的 新 问题 。 


新 问题 展现 了 接触 我 们 以 前 知识 的 新 可 能 性 ， 它 使 我 们 作出 有 用 接触 的 希 
望 死 而 复 俱 。 通 过 变化 问题 ， 显 露 它 的 茶 个 新 方面 ， 新 问题 将 重新 使 我 们 的 兴 
趣 油 然而 生 。 


(4) 例子 。 已 知 棱 台 的 底面 是 正方 形 。 下 底 的 边 为 8 ， 上 底 的 边 为 b ， 校 台 
的 高 为 h， 求 棱 台 的 体积 。 


这 问题 可 问 邵 悉 棱 柱 与 棱锥 体积 公式 的 班级 提出 。 如 果 学 生 不 能 用 他 们 目 
己 的 想法 前 进 ,教师 可 以 从 变化 问题 的 已 知 数 开始 ,我 们 现在 从 a>b 的 棱 全 开始 。 
当 b 增 加 到 与 3 相等 时 会 出 现 什么 情况 ? 棱 台 变 成 一 个 棱柱 ， 而 体积 成 为 ah 。 当 
b0 减 小 到 等 于 0 时 会 出 现 什 么 情况 ? 棱 台 将 成 为 一 个 棱锥 ， 而 其 体积 成 为 hj 3 。 


这 种 已 知 数 的 变化 ， 首 先 可 以 引起 对 问题 的 兴趣 。 其 次 ， 它 可 以 提示 我 们 
去 以 这 种 或 那 种 方式 利用 上 面 所 提 到 的 关于 棱柱 与 棱锥 的 结果 。 无 论 如 何 ， 我 
们 已 发 现 了 我 们 最 后 结果 的 明确 性 质 ; 最 终 的 公式 必须 是 这 样 ， 当 b=a 时 , 它 化 
简 成 ah， 当 b=0 时 ， 化 简 成 ahj 3 。 预 见 到 我 们 所 打算 求 的 结果 具有 什么 性 质 这 
是 一 大 长 处 。 这 种 性 质 可 以 提出 有 价值 的 建议 ， 而 在 任何 情况 下 ， 当 我 们 已 
经 找到 最 后 公式 时 ， 我 们 可 借助 这 种 性 质 来 检验 公式 。 这 样 ， 我 们 就 预 完 回 答 
了 下 述 问题 ， “你 能 检验 这 结果 吗 ? ”[ 参见 “你 能 检验 这 结果 吗 ? ”一 市 第 ( 2] 
点 ] 。 


(5) 例子 。 己 知 梯形 的 四 个 边 *，b，c，d。 作 出 此 梯形 的 图 形 。 


我 们 令 a 为 下 底 ，( 为 下 底 ; 43 与 (平行 但 不 相等 ， 而 b 与 4 不 平行 。 如 果 没有 
别 的 念头 出 现 ， 我 们 可 以 从 变化 已 知 数据 开始 。 


我 们 从 一 个 a>c 的 梯形 开始 。 当 5 减 小 到 变 为 0 时 发 生 什么 情况 ? 梯形 退化 成 
三 角形 。 三 角形 是 一 个 熟悉 而 又 简单 的 图 形 ， 我 们 能 用 各 种 数据 作 图 ;把 这 个 
三 角形 引进 我 们 的 图 中 可 能 会 有 某 些 好 处 。 我 们 只 引入 一 根 辅助 线 ， 梯 形 的 一 
根 对 角 线 ， 便 引进 了 这 个 三 角形 ( 图 1) 。 但 我 们 审查 这 个 三 角形 时 ， 但 我 们 发 
现 它 几乎 没有 什么 用 处 ;我 们 已 知 其 两 边 ; 与 ， 但 我 们 应 该 有 三 个 数据 才能 作 
图 。 


让 我 们 试 试 别 的 。 当 (增加 到 等 于 a, 会 发 生 什么 情况 ?梯形 变 成 一 个 平行 四 
边 形 。 我 们 能 利用 它 吗 ? 稍 许 加 以 审视 ( 图 22) ,我 们 就 会 注意 到 在 画 平行 四 边 形 
时 ， 在 原 梯 形 图 上 所 附加 的 那个 三 角形 。 这 个 三 角形 很 容易 作 图 ， 因 为 我 们 知 
道 三 个 数据 : 其 三 边 为 b>，d 和 a 一 。 
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图 22 


变更 原 问 题 ( 作 梯 形 ) 后 ， 我 们 得 到 一 个 更 好 接近 的 辅助 问题 ( 作 三 角形 
图 | 。 利 用 辅助 问题 的 结果 ， 我 们 容易 地 解决 了 我 们 原来 的 问题 ( 但 必须 完成 平 
行 四 边 形 ) 。 


我 们 的 例子 是 典型 的 。 我 们 第 一 次 尝试 失败 了 ， 这 也 是 典型 的 。 但 回顾 这 
点 ， 我 们 可 以 看 出 第 一 次 尝试 并 非 如 此 无 用 。 在 其 中 含有 某 些 念头 ， 特 别 是 ， 
它 给 我 们 一 个 机 会 去 想起 用 三 角形 作为 达到 目的 的 手段 。 实 际 上 ， 我 们 是 通过 
修改 第 一 次 不 成 功 的 试验 才 达 到 第 二 次 成 功 的 试验 的 。 我 们 变更 c : 先 试验 把 它 
减少 ， 然 后 试验 把 它 增加 。 


(6) 如 上 例 所 述 ， 我 们 经 常 需 要 试验 对 问题 作 各 种 修改 。 我 们 必须 一 再 地 
变化 它 ， 重 新 叙述 它 ， 变 换 它 ， 直 到 最 后 成 功 地 找到 菜 些 有 用 的 东西 为 止 。 我 
们 可 以 从 失败 中 学 习 ， 在 不 成 功 的 试验 中 可 能 存在 有 好 念头 ， 并 且 我 们 通过 修 
改 一 个 不 成 功 的 试验 可 以 达到 一 个 较 成 功 的 试验 。 在 各 种 试验 以 后 ， 我 们 经 常 
得 到 一 个 更 好 下 手 的 辅助 问题 { 如 上 例 所 示 ) 。 


(7) 存在 着 某 些 变化 问题 的 模式 , 它们 是 典型 有 用 的 , 例如 “ 回 到 定义 去 ”， 
“分 解 与 重新 组 合 ”，“ 引 入 辅助 元 素 ”，“ 普 过 化 ”，“ 特 殊 化 ”， 以 及 利 
用 2 。 


(8) 在 前 面 第 (3) 点 谈 到 可 引起 我 们 兴趣 的 新 问题 ， 所 谈 内 容 对 于 正确 使 用 
我 们 的 表 很 重要 。 


教师 可 以 利用 这 张 表 去 帮助 他 的 学 生 。 如 果 学 生 有 进展 ， 无 需 帮 助 ， 教 师 
就 不 应 当 问 他 任何 问题 而 应 任 其 独自 工作 ， 这 对 他 独立 工作 的 能 力 显然 有 益 。 
但 当 学 生 停滞 不 前 时 ， 教 师 当 然 应 该 尝试 找 一 个 适当 的 问题 或 建议 去 帮助 他 。 
这 是 因为 担心 学 生 对 问题 感到 疲倦 而 扔 下 它 ， 或 者 失去 兴趣 从 而 由 于 纯粹 的 满 
不 关心 而 铸 成 大 错 。 


我 们 在 解决 目 己 的 问题 时 也 可 以 利用 这 张 表 。 为 了 正确 地 使 用 它 ， 我 们 照 
上 面 例子 那样 进行 。 当 我 们 进展 顺利 时 ， 当 新 的 标记 目 动 涌现 时 ， 如 有 宁 拿 一 些 
多 余 的 问题 妨碍 我 们 的 自然 进展 ， 简 直 是 愚 奏 。 但 当 我 们 进展 不 顺利 ， 想 不 起 
什么 念头 ， 我 们 则 有 对 问题 感到 厌倦 的 危险 。 这 时 正 是 去 思索 某 个 有 帮助 的 一 
般 性 念头 、 或 思索 表 中 哪个 问题 与 建议 可 能 合适 的 好 时 机 。 而 任何 一 个 可 能 指 


明 问 题 新 方面 的 问题 ， 都 值得 欢迎 ， 因 为 它 可 以 引起 我 们 的 兴趣 ， 可 以 使 我 们 
继续 工作 、 继 续 思 索 。 


64 .未知 数 是 什么 ? 
所 求 的 是 什么 ? 找 什么 ? 你 所 设想 寻求 的 是 什么 ? 
已 知 数据 是 什么 ? 已 给 定 的 是 什么 ? 
条 件 是 什么 ) 未 知 数 是 由 什么 条 件 与 已 知 数据 相 联 系 的 ? 


教师 可 用 上 述 问题 去 检查 学 生 对 题目 的 了 解 程度 ， 学 生 应 能 清楚 地 回答 上 
述 问题 。 此 外 ， 上 述 问题 还 把 学 生 的 注意 力 引 向 “求解 题 ” 的 主要 部 分 :未 知 
数 ， 已 知 数据 和 条 件 。 由 于 一 再 需要 考虑 这 些 部 分 ， 所 以 在 求解 过 程 中 的 后 面 
几 个 阶段 里 还 可 能 经 常 重复 提出 上 述 问题 [ 参见 第 !、10、18、20 节 中 的 例子 ; 
“建立 方程 ”一 节 中 的 第 (3)、( 4 点; “实际 问题 ”一 节 中 的 第 (1) 点 ; “谜语 ” 
一 节 及 其 他 ] 。 


这 些 问题 对 解 题 者 至 关 重 要 。 他 检验 自己 对 问题 的 了 解 ， 他 集中 注意 力 于 
题目 的 这 个 或 那个 主要 部 分 。 解 答 , 本 质 上 就 是 把 未 知 数 和 已 知 数据 联系 起 来 。 
所 以 ， 解 题 者 必须 再 三 集中 注意 于 上 述 元 素 , 并 询问 : 未 知 数 是 什么 ? 已 知 数据 
是 什么 ? 


题目 中 可 能 有 许多 未 知 数 ， 或 者 是 条 件 可 能 具有 必须 分 开 考 虑 的 各 个 部 
分 ， 或 者 我 们 希望 考虑 某 个 已 知 数据 本 身 。 因 此 ， 我 们 可 以 利用 上 述 问 题 的 各 
个 变型 ， 如 未 知 数 是 些 什么 ? 第 一 个 已 知 数据 是 什么 ? 第 二 个 已 知 数据 是 什么 ? 
条 件 的 各 部 分 是 些 什么 ?条件 中 的 第 一 个 子 条 件 是 什么 


“求证 题 ” 的 主要 部 分 是 前 提 与 结论 ， 其 相应 问题 是 :前提 是 什么 ? 结论 
是 什么 ?我 们 可 能 需要 变更 用 词 和 人 句 式 ， 或 者 修改 上 述 经 常 使 用 的 问题 ， 例 如 : 
你 假设 了 什么 ? 你 的 假定 中 的 各 部 分 是 些 什么 ! ( 参见 第 19 市 中 的 例子 ) 。 


65， 为 什么 要 证 明 ? 

关 丁 牛顿 有 个 传说 : 当 他 是 个 青年 学 生 的 时 候 ， 他 开始 学 习 几 何 ， 阅 读 欧 
几 里 得 的 《几何 原本 》， 这 在 他 那个 时 代 是 很 普通 的 。 他 阅读 定理 ， 认 为 它们 
成 立 ， 就 略 而 不 读 其 证 明 。 他 奇怪 为 什么 别人 要 化 费 苦心 地 证 明 如 此 明显 的 东 
西 。 但 许多 年 以 后 ， 他 改变 了 他 的 意见 ， 并 且 对 欧 几 里 得 称赞 备至 。 


且 不 管 这 故事 是 真是 假 ， 但 这 个 问题 确实 存在 : 为 什么 我 们 要 学 习 证 明 或 
教授 证 明 呢 ?何者 更 可 取 ? 是 完全 不 证 明 还 是 每 点 都 证 明 ? 还 是 有 的 证 ,有 的 不 证 
如 果 只 是 有 的 证 ， 有 的 不 证 ， 应 证 明 哪 些 ? 
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(1) 完全 证 明 。 对 茶 类 逻辑 学 家 来 说 ， 只 有 完全 证 明 才 算 证 明 。 想 成 为 一 个 
证 明 ， 必 须 不 留 空 阶 ， 没 有 破 颖 ， 也 没有 任何 不 肯定 性 ， 否 则 它 就 不 是 证 明 。 
在 我 们 日 常生 活 中 ， 或 在 法 律 程序 中 ， 或 在 物理 科学 中 ， 能 不 能 根据 这 样 一 个 
高 标准 找到 完全 证 明 呢 ? 几乎 找 不 到 。 所 以 ,很 难 理解 ,我 们 是 怎样 得 到 这 样 一 
个 关于 严格 的 “完全 证 明 ” 的 概念 的 。 


我 们 不 防 带 点 夸张 地 说 : 人 类 是 从 一 个 人 和 一 本 书 ( 即 欧 儿 里 得 和 他 所 写 
的 《几何 原本 》) 学 到 这 个 概念 的 。 无 论 如 何 ， 学 习 平面 几何 原理 提供 了 得 到 严 
格 证 明 这 一 概念 的 迄今 最 好 的 机 会 。 


我 们 把 下 列 定 理 的 证 明 作 为 一 例 : 在 任何 一 个 三 角形 中 ， 三 角 之 和 等 于 两 
个 直角 。 图 3 是 我 们 大 多 数 人 已 有 的 知识 ， 只 须 稍 加 解释 。 过 顶点 A 作 一 直线 平 
行 于 边 BC。 由 于 内 错 角 相等 ， 三 角形 中 在 6 角 与 ( 角 等 于 图 上 所 指出 的 在 A 点 的 
茶 一 个 角 。 三 角形 的 三 个 角 与 具有 一 公共 点 A 的 三 个 角 相等 , 后 者 形成 一 平角 或 
两 个 直角 。 于 是 定理 得 证 。 


图 23 


如 果 一 个 学 生 学 过 数学 课 ， 而 并 不 真正 懂得 几 个 象 上 面 那样 的 证 明 ， 他 有 
权 向 学 校 和 教师 提出 尖锐 批评 。 事 实 上 ， 我 们 应 当 分 清 什么 是 较 重要 和 什么 是 
不 那么 重要 的 。 如 果 学 生 不 熟悉 茶 个 具体 的 几何 事实 ， 他 的 损失 并 不 大 ， 因 为 
在 他 今后 的 生活 中 很 少 用 到 这 些 事实 。 然 而 如 果 他 未 能 熟悉 几何 证 明 ， 他 损失 
的 却 是 “真实 证 据 ” 的 最 佳 与 最 简单 的 例子 ， 并 且 他 也 损失 了 获得 严格 论证 概 
念 的 展 机。 而 没有 这 种 概念 ， 他 就 缺少 一 种 真正 的 标准 来 比较 现代 生活 中 针对 
他 的 各 陈 各 样 的 所 谓 证 据 。 


总 之 ， 如 果 普 通 教 育 打算 给 学 生 以 直观 证 明 与 逻辑 论证 的 概念 ， 那 么 就 必 
须 重 视 几 何 证 明 。 


IE 


(2) 5 多 辑 系统 。 几 何 学 ， 正 如 欧 几 里 得 《几何 原本 》 所 表明 的 那样 ， 并 非 
仅仅 是 事实 的 一 种 汇集 而 是 一 个 逻辑 系统 公理、 定义 和 命 题 不 是 按 随便 ( 随机 
的 序列 排列 的 ， 而 是 按 一 种 完美 的 顺序 安排 的 。 每 一 命题 都 这 样 安排 ， 使 得 它 
能 以 前 面 的 定理 、 定 义 与 命题 为 基础 。 我 们 可 以 把 命题 的 这 种 安排 看 作 是 欧 几 
里 得 的 主要 成 就 ， 并 把 它们 所 组 成 的 逻辑 系统 看 作 是 《几何 原本 》 一 书 的 主要 
优点 。 


欧 儿 里 得 的 几何 学 还 不 仅 是 一 个 逻辑 系统 ， 它 还 是 这 类 系统 的 第 一 个 和 最 
伟大 的 范例 ， 其 他 的 科学 已 经 并 且 将 继续 尝试 去 模仿 它 。 其 他 科学 一 一 特别 是 
那些 离 几 何 特别 远 的 学 科 ， 如 心理 学 、 法 学 一 一 是 否 应 该 模仿 欧 几 里 得 的 严格 
逻辑 呢 ? 这 是 个 可 辩论 的 问题 ; 但 是 ,一 个 人 知人 不 熟悉 这 种 欧 几 里 得 系统 ,他 便 
没有 能 力 参加 这 种 辩论 。 


现在 ， 几 何 体系 是 通过 证 明 的 “ 粘 合 ”而 成 的 。 每 个 命题 与 其 前 面 的 公理 、 
定义 以 及 命题 借助 于 一 个 证 明 而 联系 起 来 。 不 了 解 这 种 证 明 ， 就 无 法 了 解 这 体 
系 的 本 质 。 


TE 


总 之 , 如 果 普 通 教育 打算 给 学 生 以 逻辑 体系 的 概念 , 它 必 和 额 重视 几何 证 明 。 


(3) 助 记 体 系 。 作 者 并 不 认为 直观 证 明 、 严 格 论 证 和 交 辑 体系 对 任何 人 是 
多 余 的 。 但 是 也 可 能 有 这 样 的 情况 : 由 于 时 间 不 够 或 其 他 原因 ， 学 习 这 些 概念 
并 不 是 绝对 必要 的 。 不 过 ， 即 使 在 这 种 情况 下 ， 我 们 也 希望 学 习 证 明 。 


IE 


证 明 给 出 证 据 ， 在 这 样 做 时 ， 它 们 组 合成 逻辑 系统 ， 它 们 帮助 我 们 记 住 组 
合 起 来 的 各 项 内 容 。 以 上 面 图 23 为 例 , 该 图 使 三 角形 三 个 角 之 和 等 于 180” 这 一 
事实 变 得 更 加 清楚 了。 该 图 并 使 上 述 事 实 与 内 错 角 相等 这 一 事实 联系 了 起 来 。 
这 种 相互 联系 的 事实 , 无 论 如 何 是 比较 有 趣 的 , 因 之 也 比 孤 立 的 事实 记得 牢固 。 
所 以 ， 图 形 使 我 们 牢记 两 个 互相 联系 的 几何 命题 并 且 最 后 很 可 能 使 该 图 和 该 命 
题 成 为 我 们 不 可 剥夺 的 知识 财富 。 


现在 我 们 讨论 那些 我 们 认为 不 必 获 得 普遍 性 概念 而 上 只 希望 知道 茶 些 事实 
的 情况 。 即 使 在 这 种 情况 下 ， 事 实 也 必须 在 某 种 联系 、 茶 种 体系 中 提出 来 ， 因 
为 孤立 的 内 容 不 容易 学 到 手 而 且 容易 蕊 却 。 这 里 ， 我 们 欢迎 把 事实 简单 地 、 自 
然 地 、 合 适 地 结合 起 来 的 任何 一 种 联系 。 这 种 体系 并 不 需要 建立 在 多 辑 基 础 上 ， 
它 只 需 设 计 成 能 有 效 地 帮助 记忆 即 可 ; 即 ， 它 必须 是 所 谓 “ 助 记 体系 ”。 然 而 ， 
即使 从 纯 助 记 体 系 的 观点 来 看 ， 证 明 也 可 能 有 用 ， 尤 其 是 简单 的 证 明 。 例 如 ， 
学 生 必 须 学 习 关 于 三 角形 三 角 之 和 这 一 事实 以 及 关于 内 错 角 的 另 一 事实 。 难 道 
有 任何 方法 能 比 图 23 更 简单 、 更 自然 或 更 有 效 地 帮助 我 们 记 住 这 些 事实 吗 ? 


总 之 ， 即 使 一 般 化 的 逻辑 概念 没有 什么 特殊 重要 性 ， 证 明 作 为 助 记 方法 也 
可 能 是 有 用 的 。 


(4) 沫 谱 体 系 。 我 们 已 经 讨论 了 证 明 的 好 处 ， 但 是 我 们 肯定 并 未 鼓吹 所 有 
的 证 明 都 应 “详尽 ”地 给 出 。 相 反 ， 在 有 的 情况 下 几乎 不 能 这 样 做 ， 其 中 一 种 
重要 的 情况 就 是 对 工程 专业 的 学 生 教 授 微 积 分 。 


如 果 根 据 现代 严格 标准 讲授 微 积 分 ， 则 其 证 明 要 求 有 一 定 程 度 的 难度 而 且 
技巧 精微 |“e 一 证 明 ”) 。 可 是 工程 专业 的 学 生 学 习 微 积分 乃 着 眼 于 应 用 ,而 且 
他 们 既 无 充分 的 时 间 ， 也 无 充分 的 训练 或 兴趣 来 和 宛 长 的 证 明 打交道 或 赞赏 其 
技巧 精微 之 处 。 所 以 授课 者 不 免 强烈 地 倾向 于 把 所 有 的 证 明 都 割爱 。 但 这 样 做 ， 
就 把 微 积分 降 到 菜谱 的 水 平 了 。 


菜谱 对 于 原料 及 程序 描述 得 很 详细 ， 但 对 其 规定 并 无 证 明 ， 对 其 配方 不 说 
明理 由 ;点心 的 证 明 就 在 于 品 党。 菜谱 可 以 完全 为 其 目的 服务 。 实 际 上 ， 它 并 
不 需要 有 任何 逻辑 体系 或 助 记 体系 ， 因 为 其 配方 是 印刷 文字 而 并 非 保留 在 记忆 


但 是 ， 如 果 一 本 微 积分 教材 的 作者 或 者 一 位 大 学 教师 过 分 遵循 亲 谱 体系 ， 
则 它 儿 乎 不 能 为 其 目的 服务 。 如 果 他 只 教 方 法 ， 不 教 证 明 ， 则 那些 无 吸引 力 的 
方法 不 能 被 人 理解 。 若 他 只 给 出 规则 而 不 讲理 由 ， 则 干巴 巴 的 规则 会 很 快 会 被 
遗 二。 数学 不 能 用 品 答 点 心 一 模 一 样 的 方式 来 党 试 ， 如 果 所 有 论证 都 被 拒 之 于 


谋 蔡 之 外 ， 则 微 积分 读 程 很 容易 成 为 一 种 无 法 消化 的 知识 大 杂烩 。 


(5) 不 完全 证 明 。 在 过 分 证 明 与 菜谱 水 平 之 间 权 衡 折衷 的 最 好 方法 可 能 是 
合理 使 用 不 完全 证 明 。 


对 于 一 个 严格 的 逻辑 学 家 来 说 ， 一 个 不 完全 的 证 明 根 本 不 算 证 明 。 除 此 之 
外 ， 我 们 肯定 还 应 当 把 不 完全 证 明和 完全 证 明 仔细 加 以 区 分 ， 把 二 者 混为一谈 
很 不 好 ， 张 冠 李 戴 则 更 糟 。 当 一 本 教科 书 的 作者 含糊 不 清 地 提出 一 个 不 完全 证 
明 ， 在 羞愧 与 夸 灼 自己 的 证 明 是 完全 证 明之 间 显 然 进退 维 谷 时 ， 这 是 痛苦 的 。 
但 是 应 用 不 完全 证 明 的 场合 是 合适 的 并 且 应 用 得 体 ， 却 可 能 很 有 用 。 它 们 的 用 
处 不 是 去 代替 完全 证 明 ( 这 点 它们 永远 办 不 到 ) ， 而 是 赋予 所 提问 题 或 出 版 物 以 
趣味 与 和 谐 。 


例 1 .一 个 n 阶 代数 方程 恰 有 rn 个 根 。 这 个 命题 被 高 斯 称 为 “代数 的 基本 定理 ”。 
我 们 必须 经 常 向 那些 预备 知识 不 多 尚 不 足以 理解 其 完全 证 明 的 学 生 提 出 这 个 命 
题 。 可 是 这 些 学 生 知道 一 阶 方程 有 一 个 根 ， 两 阶 方 程 有 两 个 根 。 此 外 ， 这 个 困 
难 的 命题 还 有 一 个 很 容易 证 明 的 部 分 : 没有 任何 nr 阶 方程 会 具有 多 于 n 个 的 不 同 
的 根 。 上 述 这 些 事 实 是 否 构成 这 基本 定理 的 一 个 完全 证 明 呢 ? 绝 不 。 但 是 它们 足 
以 使 这 个 基本 定理 有 趣 与 可 信 一 一 并 且 使 学 生 牢 记 这 个 基本 定理 ， 而 这 是 主要 
的 。 


例 .由 三 面 角 的 楼 所 形成 的 平面 角 中 ， 任 意 二 个 面 角 之 和 大 于 第 三 个 面 
角 。 显 然 ， 这 个 定理 等 于 肯定 : 在 一 个 球面 三 角形 中 ， 任 意 两 边 之 和 大 于 第 三 
边 。 看 到 这 点 ， 我 们 目 然 想起 球面 三 角形 与 直线 三 角形 之 间 的 类 比 。 上 述说 明 
是 否 构成 一 个 证 明 呢 ? 绝 不 ， 但 它们 帮助 我 们 了 解 与 记 住所 提 定 理 。 


上 述 第 一 个 例子 有 历史 价值 。 大 约 有 250 年 之 久 ， 数 学 家 一 直 相 信 这 个 基 
本 定理 而 并 无 完全 证 明 一 一 实际 上 没有 比 上 述 更 多 的 基础 。 上 述 第 二 个 例子 指 
出 “类 比 ” 是 推测 的 重要 源 累 。 在 数学 中 ， 束 象 在 目 然 科学 与 物理 科学 中 一 样 ， 
发 现 常常 从 观察 、 类 比 和 归纳 开始 。 这 些 方法 ， 用 在 构成 一 个 似 真 的 探索 法 论 
证 时 很 得 体 , 特别 投 物理 学 家 与 工程 师 之 所 好 [ 参见 “归纳 与 数学 归纳 法 ”一 市 ， 
第 (1) ，(2) ，(3) 点 ] 。 


不 完全 证 明 的 作用 与 趣味 ， 在 茶 种 程度 上 可 由 我 们 所 研究 的 解 题 过 程 加 以 
说 明 。 在 解 题 中 的 茶 坚 经 验 表 明 : 证 明 的 最 初 念头 经 向 是 不 完全 的 。 其 中 可 能 
有 最 基本 的 说 明 、 主 要 联系 和 彰 芭 状态 的 证 明 ， 但 其 细 市 尚 每 以 后 补充 ， 并 且 
常常 很 麻烦 。 有 些 作 者 ( 但 不 很 多 ) 具有 以 最 简单 形式 提出 萌芽 状态 的 证 明和 主 
要 念头 并 指出 其 余 细节 性 质 的 天 赋 。 这 样 一 个 证 明 虽 不 完全 ， 但 却 可 能 比 提出 
一 个 带 有 完全 细节 的 证 明 更 富 于 启发 性 。 


总 之 ， 当 我 们 的 目标 是 所 提问 题 或 出 版 物 具有 相当 的 和 谐 一 致 性 而 非 严格 
的 逻辑 一 致 性 时 ， 不 完全 证 明 可 用 作 一 种 助 记 方 法 ( 当然 不 可 代替 完全 证 明 ) 。 


辟 吹 不 完全 证 明 是 非常 危险 的 。 但 是 我 们 可 以 用 下 面 儿 条 规则 使 可 能 出 现 


的 误 用 不 超过 一 定 限 度 : 第 一 ， 如 果 一 个 证 明 不 完全 ， 误 必须 在 共处 以 某 种 方 
式 指出 来 。 第 二 ， 除 非 作者 或 教师 本 人 对 完全 证 明知 道 得 很 清楚 ， 否 则 他 无 权 
对 定理 提出 一 个 不 完全 的 证 明 。 


此 外 ， 人 们 可 能 承认 : 十 分 得 体 地 提出 一 个 不 完全 证 明 毕竟 也 并 不 容易 。 


66 ， 谤 语 的 智慧 

解决 问题 是 一 项 基本 的 人 类 行为 。 事 实 上 ， 我 们 大 部 分 有 意识 的 思维 都 和 
问题 有 关 。 当 我 们 并 未 沉溺 于 娱乐 或 白 日 作 梦 时 ， 我 们 的 思想 是 有 方向 和 有 目 
的 的 : 我 们 寻找 方法 ， 我 们 试图 解决 一 个 问题 。 


在 达到 目的 和 解决 问题 方面 ， 人 们 的 成 败 有 所 不 同 。 这 种 成 败 的 差别 受到 
注意 、 探 讨 与 评论 ， 而 茶 些 谚语 保存 了 这 些 评论 的 精华 。 无 论 如 何 ， 有 大 量 谚 
语 惊 人 地 反 述 了 解 题 中 典型 过 程 的 特点 、 与 它 有 关 的 常识 、 第 用 琐 上 略 和 常见 错 
误 。 在 谚语 中 不 乏 机 智 的 和 有 点 微妙 的 评述 ， 然 而 谚语 中 并 没有 不 矛盾 、 不 含 
糊 的 科学 体系 。 正 相反 , 有 许多 谚语 和 另 一 个 谚语 配合 后 恰好 给 出 相反 的 忠告 ， 
并 且 可 以 有 各 式 各 样 的 解释 。 把 谚语 当 作 放 之 四 海 缘 准 的 智 意 权威 乙 源 是 愚 春 
的 ， 然 而 忽略 谚语 所 提供 的 探索 法 过 程 的 生动 描述 却 是 可 翡 的 。 


把 关于 制定 计划 、 探 求 方法 、 选 择 行动 路 线 的 谚语 ， 何 言 之 ， 把 解 题 的 谚 
语 收集 起 来 并 加 以 分 类 是 个 趣味 号 然 的 任务 。 完 成 这 样 一 个 任务 需要 大 量 篇 幅 ， 
这 里 只 能 列 出 其 中 很 小 一 部 分 ， 我 们 所 能 实行 的 最 好 办 法 是 摘 引 少量 谚语 以 表 
明 在 我 们 表 中 和 第 6 一 14 市 等 处 所 强调 的 解 题 主要 阶段 。 下 面 , 凡 属 于 摘 引 的 详 
语 我 们 均 加 上 着 重点 。 


(1) 我 们 为 解 题 所 必须 做 的 第 一 件 事 是 理解 题 意 : 
知己 知 彼 ， 百 战 不 列 。 
我 们 必须 对 我 们 所 要 达到 的 目的 一 清二 楚 : 
几 事 预 则 立 ， 不 预 则 废 。 
这 是 句 老 生 常 谈 。 不 垃 ， 并 非 每 个 人 都 重视 这 人 句 恨 言 ， 于 是 人 们 常常 在 没有 很 
好 了 解 他 们 的 工作 目的 之 前 冒 然 开 始 推 测 、 谈 话 、 甚 至 忙乱 地 行动 起 来 : 
愚者 鲁莽 从 事 ， 智 者 深 谍 远 感 。 
如 果 我 们 目的 不 明 ， 我 们 很 容易 误 入 监 途 : 
智者 三 思 而 行 ， 愚 者 轻 举 去 动 。 
但 是 了 解 问题 还 不 够 ,我们 还 必须 有 求解 的 愿望 。 没 有 人 解 题 的 强烈 愿望 ， 我 们 
就 没有 解决 难题 的 可 能 ， 有 了 这 样 的 愿望 ， 我 们 才 有 解决 的 可 能 : 
有 忘 者 事 苋 成 。 


加 


(2 制定 一 个 计划 ， 想 出 一 个 适合 行动 的 念头 ， 这 征求 解 中 的 主要 成 就 。 
一 个 好 主意 往往 是 一 个 好 运气 、 一 个 灵感 ， 我 们 必须 受 之 无 愧 : 
天 才 来 自 勤 奋 。 
坚持 束 是 胜利 。 
滴水 穿 石 ， 功 到 上 自然 成 。 
初 败 不 包 ， 再 接 再 万 。 
然而 ， 仪 仅 不 断 努力 还 不 够 我 们 必须 尝试 以 不 同 的 方法 变化 我 们 的 试验 : 


干 方 百 计 ， 不 大 其 烦 。 
条 条 大 路 通 罗马 。 我 们 还 必须 使 我 们 的 试验 适应 环境 : 
看 风 使 舵 。 
量体裁衣 。 
因势利导 ， 不 可 强求 。 
纪 蹈 前 和 。 
智者 随机 应 变 ， 愚 者 回执 己见 。 
我 们 甚至 应 该 从 一 开始 便 作 好 方案 失败 的 准备 ， 并 且 以 为 一 方案 作 后 备 : 
狭 兔 三 宣 。 
当然 ， 我 们 也 有 可 能 因 变 换 方案 次 数 过 多 以 致 造成 时 间 上 的 损失 。 这 时 ， 我 们 
可 能 听 到 冷嘲热讽 : 
折腾 短 ， 折 腾 长 ， 有 的 是 时 光 。 
如 果 我 们 不 忘我 们 的 目的 ， 我 们 就 会 少 犯 错误 : 
钓鱼 的 目的 在 于 鱼 而 不 在 于 钓 。 


我 们 力争 从 我 们 的 记忆 中 汲取 有 益 的 东西 ， 但 当 一 个 可 能 有 益 的 念头 涌现 
时 ， 我 们 却 常 常 因 为 它 不 显眼 而 未 意识 到 它 。 专 家 的 念头 也 许 并 不 比 无 经 验 的 
初学 者 多 ， 可 是 他 对 已 经 涌现 的 念头 能 较 明确 地 意识 到 并 运用 目 如 : 

英雄 造 时 势 。 

智者 审时度势 ， 不 失 良 机 。 

男 一 方面 ， 专 家 的 长 处 也 可 能 在 于 : 他 密切 注意 着 机 会 : 

英 失 民 机 。 


(3) 我 们 应 当 在 正确 的 时 刻 开 始 实 现 计划 ,要 在 它 成 熟 的 时 候 , 而 不 要 提前 。 
我 们 切 不 可 鲁莽 从 事 : 

出 门 观 天 ， 远 行 问 路 。 

三 思 而 行 。 
但 妃 一 方面 ， 我 们 又 不 可 磋 花 过 入 : 

不 入 虎 六 ， 天 得 虎 子 。 

做 最 可 能 的 事 ， 抱 最 好 的 希望 。 

想方设法 ， 天 助人 愿 。 
我 们 必须 依 徘 判 断 ， 来 确定 正确 的 时 刻 。 下 面 及 时 提醒 我 们 最 常见 的 判断 错误 
是 : 


轻信 所 求 。 
我 们 的 计划 通常 只 给 出 一 个 一 般 性 大 纲 。 我 们 必须 使 自己 相信 其 细节 是 适应 计 
划 大 纲 的 ， 为 此 ， 我 们 必须 逐个 逐个 地 仔细 审查 各 个 细节 : 
步 步 登 天 ， 滴 滴 穿 石 。 
饭 要 一 口 一 口 地 吃 。 
在 实现 计划 时 ， 我 们 的 步骤 必须 依照 恰当 的 顺序 ， 它 常 与 发 明 时 的 次 序 相 反 : 
轧 者 最 后 所 行 ， 乃 智者 最 初 所 为 。 


(4) 回顾 所 完成 的 解 是 工作 中 一 个 重要 而 有 局 发 性 的 阶段 : 
温 故 而 知 新 。 
再 思 则 明 。 


重新 审查 解答 后 ， 我 们 对 所 得 结果 可 能 格外 坚信 。 我 们 必须 向 初学 者 指出 : 这 
种 格外 坚信 和 是 有 价值 的 ， 两 个 证 明 总 比 一 个 证 明 强 : 
有 备 无 患 。 


(5) 我 们 这 里 并 没有 举 尽 所 有 的 关于 解 题 的 谚语 。 尚 有 许多 谚语 也 可 以 摘 
引 ， 但 它们 儿 乎 没有 什么 新 内 容 而 只 不 过 是 以 上 谚语 的 改头换面 。 至 于 解 题 过 
程 的 茶 些 更 系统 ， 更 复杂 的 方面 则 难以 用 “谚语 的 智 臣 ”加 以 概括 。 


作者 常常 模仿 谚语 的 特殊 措辞 ( 这 并 不 容易 ) 党 试 描述 解 题 过 程 的 更 系统 的 
方面 。 下 面 是 几 条 上 自 拟 的 “综合 ”谚语 ， 它 们 描述 稍为 复杂 一 点 的 情况 : 

方法 取决 于 目的 。 

你 的 五 个 最 好 的 朋友 是 : 什么 ， 为 什么 ， 哪 里 ， 何 时 与 怎样 。 当 你 需要 忠告 

时 ， 你 去 问 它们 而 不 要 问 别人 。 

不 要 相信 一 切 ， 也 不 要 怀疑 一 切 。 

当 你 找到 第 一 个 蘑菇 ( 或 作出 第 一 个 发 现 ) 后 ， 要 环顾 四 周 ， 因 为 它们 总 是 
成 堆 生长 的 。 


67 . 倒 着 干 

如 果 我 们 希望 理解 人 类 的 行为 ， 我 们 应 当 把 它 与 动物 的 行为 相 比 较 。 动 物 
也 “有 问题 ”， 也 “解决 问题 ”。 最 近 十 年 来 ,实验 心理 学 在 探索 各 种 动物 “ 解 
决 问题 ”的 行为 方面 已 经 作出 了 重要 的 进展 。 我 们 这 里 不 能 讨论 这 些 研究 ， 但 
我 们 只 大 致 描述 一 个 简单 而 又 有 启发 性 的 实验 ， 并 且 我 们 的 描述 将 作为 一 种 分 
析 方 法 一 一 “ 倒 着 干 ”方法 的 说 明 。 顺 便 提 一 下 ， 这 种 方法 在 本 书 的 其 他 地 方 
也 讨论 过 ， 其 重要 描述 要 归功 于 帕 扑 斯 { 见 “ 帕 扑 斯 ”一 节 ) 。 


(1) 让 我 们 试 找 出 下 列 数学 游戏 题 的 答案 : 有 两 个 容器 : 小 桶 的 容量 是 4 大 
胶 ， 大 桶 的 容量 是 9 付 脱 ， 怎 样 才能 从 河中 恰好 打上 6 和 伟 脱 水 呢 ， 


让 我 们 和 弄 消 楚 所 给 定 的 工具 ， 我 们 必须 用 这 两 个 容器 来 工作 ( 已 知 的 是 什 
么 ?1) 。 我 们 设想 两 个 圆柱 形容 器 ， 其 底 相 同 ， 其 高 为 9 与 |， 见 图 4 。 如 果 桶 的 
侧面 有 刻度 ， 它 们 是 些 等 间隔 的 水 平 横 线 ， 用 它们 可 读 出 水 平面 的 高 度 ， 则 这 
个 问题 容易 解答 。 热 而 这 里 并 没有 这 样 的 刻度 ， 所 以 我 们 离 解答 还 远 。 


儿 


图 24 
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目前 我 们 还 不 知道 怎样 去 量 出 恰好 6 压 脱 ;但 我 们 是 否 能 测量 其 他 某 个 东 
西 !( 如 果 你 不 能 解决 所 提问 题 ， 首 先 去 解决 菏 个 与 此 有 关 的 问题 。 你 能 从 已 知 
数据 导出 来 些 有 用 的 东西 吗 ) 让 我 们 做 点 事 ， 让 我 们 稍微 干 点 什么 试 试 ， 我 们 


够 把 大 桶 装 满 ， 然后 倒 掉 小 桶 那么 多 ， 这样 ， 我 们 就 能 够 得 到 5 夺 脱 水 。 我 们 
不 能 也 得 到 6 压 脱 水 呢 ? 这 里 还 是 两 个 室 桶 ， 我 们 也 能 ……。 


台 马 
月 已 
台 马 
有 


当 全 到 这 个 难题 时 ， 我 们 就 象 绝 大 多 数 人 所 做 的 那样 。 我 们 从 两 个 空 棚 开 
始 ， 试 试 这 个 ， 试 试 那个 ， 我 们 倒 空 又 装 满 ， 而 当 我 们 不 成 功 时 ， 我 们 重新 开 
台 ， 试 试 别 的 做 法 。 我 们 在 同 前 干 ， 即 ， 从 给 定 的 初始 情况 到 所 期 望 的 最 终 情 
况 ， 从 已 知 数据 到 未 知 数 。 经 过 多 次 试验 ， 我 们 偶而 也 会 成 功 。 


(2) 但 是 有 卓越 才能 的 人 ， 或 者 从 数学 课 中 所 学 到 的 不 仅 汉 是 套 公式 演算 
的 人 ， 不 会 在 这 种 试验 里 浪费 太 多 的 时 间 ， 而 是 回 过 头 去 开始 “ 倒 着 干 ”。 


要 求 我 们 干 的 是 什么 7( 未 知 数 是 什么 ?) 让 我 们 尽 可 能 清楚 地 想象 一 下 我 
们 所 要 达到 的 最 后 解答 是 怎样 的 。 让 我 们 设想 ， 在 我 们 面前 ， 大 桶 中 正好 有 6 
夺 脱 水 ， 而 小 桶 空空 如 也 ， 如 图 25( 让 我 们 “从 所 要 求 的 开始 ， 并 设 所 求 的 已 求 
得 ”， 帕 扑 斯 语 ) 。 


从 前 面 什么 情况 我 们 能 够 得 到 图 25 所 期 望 的 最 终 情况 呢 { 让 我 们 研究 从 什 
么 前 项 可 导出 所 求 结果 ”, 幅 扑 斯 语 )? 当然 , 我 们 能 够 灌 满 大 桶 , 即 灌 到 9 夸 脱 。 
但 是 , 接着 我 们 应 该 能 够 正好 倒 掉 3 伟 脱 。 而 为 了 做 到 这 点 …… 我 们 必须 在 小 桶 
中 正好 有 一 压 脱 水 ! 这 就 是 念头 。 见 图 6 。 


图 25 
my 
图 26 
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( 我 们 刚才 所 完成 的 一 步 全 然 并 非 易 事 。 很 少 人 能 够 曼 不 犹豫 地 想到 筷 。 
事实 上 ， 认 识 到 这 一 步 的 意义 ， 我 们 就 可 预见 到 下 面 求解 的 一 个 梗概 。) 


可 是 我 们 怎么 达到 刚才 图 26 的 情况 呢 ? 让 我 们 “再 进一步 研究 ， 那 个 前 项 
的 前 项 是 什么 ' ”因为 河水 量 是 无 限 的 { 就 我 们 的 目的 而 言 ) , 所 以 图 26 的 情况 等 


于 图 筷 区 等 于 图 )4。 


| 
| 


容易 承认 ， 如 果 得 到 图 26、27、28 中 任何 一 种 情况 ， 则 可 同样 得 到 夯 外 两 
种 情况 。 但 是 除非 我 们 以 前 见 过 图 28， 在 我 们 起 始 作 各 种 试验 时 侦 然 遇见 过 图 
28 的 情况 ， 我 们 不 容易 想到 它 用 这 两 个 桶 倒 来 倒 去 。 我 们 可 能 已 经 遇见 过 类 似 
的 情况 ， 现 在 ， 刚 好 ， 想 起 图 28 可 由 图 29 产生: 即 我 们 把 大 桶 装 满 水 ， 然 后 倒 
出 4 硅 脱 给 小 桶 ， 再 由 小 桶 倒 入 河中 ， 这 样 接连 干 两 次 。 我 们 “最 后 终于 碰 到 共 


个 已 知 的 东西 ”( 帕 扑 斯 语 ) 并 且 随 着 “ 倒 着 干 ” 的 分 析 方 法 ， 找 到 了 适当 的 操 
作 序 列 。 


确实 ， 我 们 已 经 找到 了 合适 的 序列 ， 其 次 序 是 逆行 的 ， 于 是 剩 下 要 做 的 事 
是 把 “这 个 过 程 反 过 来 ”并 “从 此 分 析 最 后 所 达到 的 一 点 开始 ”|( 帕 扑 斯 语 ) 。 
第 一 ， 我 们 进行 图 ;9 所 建议 的 操作 ， 得 图 8 ; 然后 我 们 过 渡 到 图 7 ， 接 着 到 图 
26， 最 后 到 图 25。“ 根 据 我 们 的 步 又 原 路 反 回 ， 我 们 终于 成 功 地 导出 所 要 求 的 
东西 ”。 


(3) 根据 希腊 传说 ， 分 析 方 法 的 发 现 乃 归功 于 柏拉图 。 这 传说 可 能 并 不 十 
分 可 靠 ， 但 无 论 如 何 ， 如 果 此 法 并 非 柏 拉 图 所 发 明 ， 也 必定 有 某 个 希腊 学 者 认 
为 必须 将 其 发 明 归 诸 一 位 哲学 天 才 。 


著 无 疑问 ,这 个 方法 有 茶 些 发 人 深思 之 处 。 不 照 直 走 一 条 通 往 目标 的 道路 ， 
而 是 从 目标 走 开 ， 转 过 头 来 倒 着 干 ， 这 一 方法 有 茶 种 心理 障碍 。 当 我 们 发 现 合 
适 的 操作 步骤 后 ， 我 们 必须 在 心里 恰恰 按照 相反 的 次 序 去 进行 。 对 于 这 种 反 顺 
序 ， 有 茶 种 心理 上 的 嫌 恶 ， 如 果 我 们 不 是 小 心 豆 翼 提 出 来 的 话 ， 它 可 能 阻止 一 
个 很 能 干 的 学 生 去 了 解 这 种 方法 。 


但 是 用 倒 着 干 的 方法 去 解决 一 个 具体 问题 不 需要 天 才 ; 任何 有 点 常识 的 人 
都 能 做 到 。 我 们 集中 注意 力 于 所 求 目 标 , 我 们 设想 我 们 所 乐意 达到 的 最 后 位 置 。 
前 面 是 哪个 位 置 ,我 们 才能 达到 那里 呢 ? 问 这 个 问题 是 很 自然 的 , 而 这 样 提 问 时 ， 
我 们 就 是 倒 着 干 。 十 分 原始 的 问题 可 以 很 自然 地 引导 我 们 倒 着 干 ( 见 “ 帕 扑 斯 ” 
一 节 ， 第 4 点 ) o 


倒 着 于 是 一 种 属于 常识 范围 的 做 法 ， 每 个 人 都 办 得 到 ， 而 且 我 们 几乎 不 怀 
疑 ， 在 柏拉图 之 前 的 数学 家 或 非 数 学 家 也 曾 使 用 过 这 种 方法 。 曾 被 茶 个 希腊 学 
者 看 成 是 堪 与 柏拉图 天 才 相 媲美 的 成 就 的 是 : 用 一 般 术语 叙述 这 种 做 法 并 且 声 
称 它 是 在 解决 数学 和 非 数学 题 时 典型 有 用 的 一 种 操作 。 


(4) 现在 ， 我们 转 到 心理 实验 上 一 一 如 果 ， 话 题 从 相 拉 图 转 到 狗 、 鸡 和 黑 
猩猩 上 并 不 太 唐 突 的 话 。 如 图 30 所 示 ， 一 个 篱 色 围 成 正方 形 的 三 边 而 第 四 边 是 
洛 开 的 。 我 们 把 一 只 狗 放 在 入 色 的 一 边 的 点 0 上 , 而 把 人 委 种 食物 放 在 妨 一 边 的 点 
fF 上 上。 对 狗 来 说 ， 问 题 颇 为 容易 。 它 可 能 首先 冲 过 去 ， 好 象 要 和 直接 扑 到 食物 上 ， 
但 是 ， 接 着 它 便 很 快 地 转 过 身 来 ， 匆 忙 地 绕 过 篇 多 的 端点 ， 沿 一 条 圆滑 曲线 旦 
不 犹豫 地 跑 到 食物 那里 。 然 而 ， 有 时 ， 特 别 当 点 0 和 点 [ 相距 其 近 时 ， 求 解 就 不 
那么 顺 当 ; 这 狗 要 先 花 点 时 间 癌 篇 匈 叫 蚜 ， 抓 好， 扑 蚜 ， 然 后 才 “ 想 到 ” 转 过 
身 去 这 一 个 “好 念头 ”( 我 们 和 暂且 姑 专 言 之 ) 。 
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图 30 


把 各 种 各 样 的 动物 放 在 狗 的 位 置 上 ， 然 后 比较 它们 的 行为 是 饶 有 趣味 的 。 
这 个 问题 对 于 一 个 黑猩猩 或 者 一 个 四 岁 儿 童 来 说 很 容易 ( 对 于 儿童 , 放 上 食物 不 
如 放 上 玩具 更 有 了 吸引 力 ) 。 可 是 对 于 一 只 鸡 来 说 , 这 个 问题 则 惊人 地 困难 。 鸡 会 
激动 地 在 篇 多 的 这 一 边 转 来 转 去 ， 如 果 它 终于 会 走 到 食物 那里 的 话 ， 也 会 在 这 
之 前 花费 相当 多 的 时 间 。 在 许多 奔跑 之 后 ， 它 偶然 可 能 成 功 。 


(5) 关于 这 个 实验 我 们 只 不 过 大 致 报告 一 下 。 我 们 不 应 当 只 根据 一 个 简单 


实验 构造 出 一 大 套 理 论 。 但 是 ， 假 定 我 们 准备 重复 检验 和 重新 评价 在 这 里 所 出 
现 的 明显 类 比 的话 ， 我 们 注意 到 这 些 类 比 是 没有 什么 坏处 的 。 


象 和 


绕 过 障碍 是 我 们 在 解决 任何 一 类 问题 时 所 常 做 的 事 ， 这 个 试验 的 价值 具有 
FE 性 。 鸡 的 行为 就 象 菏 些 人 在 解 题 时 钻 入 了 牛角 尖 ， 试 了 又 试 ， 最 后 碰巧 成 


功 而 未 深究 其 成 功 原因 。 狗 在 绕 过 篇 多 去 解决 它 的 问题 之 前 又 扑 、 又 抓 、 叉 叫 ， 
就 象 我 们 摆弄 那 两 只 桶 一 样 。 开 头 ， 我 们 想象 在 我 们 的 桶 上 有 表明 水 平面 的 刻 


度 ， 


这 就 是 一 种 几乎 坚 无 用 处 的 “ 抓 ”， 它 只 不 过 显示 出 我 们 所 寻求 的 东西 在 


表面 下 隐藏 得 比较 深 。 我 们 又 象 狗 那 样 ， 首 先 试图 向 前 干 ， 然 后 才 冒 出 转 过 吴 
倒 着 干 的 念头 。 狗 在 短暂 的 观察 形势 之 后 , 转 过 身 去 并 且 匆 忙 地 到 达 其 目的 地 。 
这 给 人 的 印象 是 : ( 不 论 正 确 与 否 ) 它 具 有 较 高 的 洞察 力 。 


不 ， 我 们 甚至 也 不 应 当 对 鸡 的 电 笨 有 所 非 难 。 在 转 过 身 去 、 从 目标 走 开 、 


不 盯 住 目标 行动 、 不 按照 直接 通 往 目 的 地 的 路 线 走 ， 这 些 方面 确实 存在 着 茶 种 
困难 。 鸡 的 困难 同 我 们 的 困难 显然 是 可 以 类 比 的 。 


第 四 部 分 ” 问题， 提示， 解答 
这 最 后 一 部 分 提供 读者 附加 的 练习 机 会 。 


它 不 需要 读者 具有 高 中 课程 以 外 的 预备 知识 。 但 题目 并 不 太 容 易 而 且 也 不 
是 代 公 式 或 者 有 草 可 循 的 题目 * 。 其 中 有 的 需要 独创 性 和 别出心裁 。 


* : 除 题 1 外 , 所 有 题目 均 选 自 斯 坦 佛 大 学 数学 竞赛 题 。 有 些 题目 以 前 在 《 美 
国 数学 月 刊 》， 和 加 利 福 尼 亚 数 学 会 议 报告 上 公布 过 。 在 后 一 种 期 刊 中 ， 有 些 
解答 是 作者 做 出 的 ( 题 ] 是 人 所 共 知 的 一 个 题目 ， 它 很 有 趣 ， 故 采用 之 ) 。 


提示 给 出 引导 到 解答 的 说 明 ， 大 多 数 是 从 表 中 引用 一 个 适当 的 句子 ; 对 于 
一 个 用 心 的 、 准 备 接受 建议 的 读者 ， 这 些 提示 可 能 揭示 出 解答 的 关键 性 念头 。 


解答 不 仅 给 了 答案 ， 而 且 也 给 了 引导 到 答案 的 过 程 ， 当 然 ， 该 者 必须 补充 
东 坚 细节 。 有 些 解答 最 后 用 了 几 个 字 来 进一步 开拓 眼界 。 


极 希 望 尝 试 解 题 的 读者 ， 从 这 些 提示 及 解答 中 能 得 到 受益 非 浅 的 最 好 机 
会 。 如 果 他 用 自己 的 方法 得 到 结果 ， 他 也 可 以 把 他 的 方法 与 本 书 中 的 方法 进行 
比较 。 如 朱 经 过 认真 的 努力 ， 他 倾 问 于 放弃 目 己 的 方法 ， 则 这 提示 可 以 给 予 他 
所 寻找 的 念头 。 如 果 这 些 提示 对 他 都 没有 帮助 ， 他 可 以 看 看 解答 ， 尝 试 把 关键 
的 念头 从 解答 中 分 离 出 来 ， 然 后 把 书 放 到 一 边 ， 目 己 去 试 试 能 否 把 题 做 出 来 。 


1. 问题 

(1) 一 只 熊 ， 从 点 P 开始， 向 正 南 走 一 里 ， 然 后 改变 方向 ， 向 正 东 走 一 里 。 
接着 它 再 向 左 转 ， 向 正 北 走 一 里 ,恰好 到 达 它 所 出 发 的 P 点 。 问 这 能 的 颜色 是 
什么 ? 


(2) 包 动 想 要 一 块 真正 平坦 的 土地 ， 它 有 四 条 边界 线 ， 两 条 边界 线 愉 好 南 
北 走 癌 ， 男 两 条 恰好 是 东西 走 铅 ,并且 每 条 边界 线 恰好 是 100 尺 长 。 问 包 动 在 美 
国 能 买 到 这 样 的 土地 吗 ? 


(3) 包 勃 有 10 个 口袋 和 44 块 银元 。 他 想 把 他 的 银元 放 进 这 十 个 口袋 ， 同 时 
要 求 每 个 口袋 中 的 银元 数目 不 同 。 他 做 得 到 吗 ! 


(4) 为 了 给 一 本 厚 书 的 各 页 标 上 页 码 ， 印 刷 工人 用 了 2989 个 数字 ， 问 这 本 
书 有 多 少 页 ? 


(5) 在 祖父 的 文件 中 发 现 了 一 个 帐 单 : 

712 只 火腿 $_.67. 9_. 这 里 显然 表示 火腿 总 价 的 数目 其 第 一 位 与 最 后 一 位 数字 
在 这 里 用 一 横 线 代替 ， 因 为 它们 已 褪色 看 不 清 了 。 

问 这 两 个 看 不 清 的 数字 是 什么 ?每 只 火 鸡 的 价格 是 多 少 ? 


(6 已 知 一 个 正六 边 形 及 其 平面 中 的 一 点 ， 请 过 此 已 知 点 画 一 条 直线 ， 将 
所 给 六 边 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 。 


(7 已 知 一 个 正方 形 。 从 某 一 点 观测 到 这 个 正方 形 时 , (a) 张 角 为 90”，( 
张 角 为 1)”，, 分 别 求 这 种 点 的 轨迹 { 令 P 为 此 正方 形 外 的 一 点 , 但 在 同一 平面 上 。 
以 点 为 顶点 ， 包 含 此 正方 形 的 最 小 角 称 为 此 正方 形 在 此 张 角 下 从 p 点 所 观测 到 
的 角 ) 。 试 清楚 地 画 出 点 的 两 个 轨迹 ， 并 给 出 完整 的 说 明 。 


(8) 把 下 述 直 线 叫 做 一 个 立方 体 的 “ 轴 ”， 此 直线 连接 这 立方 体 表面 上 的 
两 点 , 并 且 使 得 这 立体 环绕 此 线 旋 转 一 个 角度 | 此 角度 大 于 0”, 小 于 360”) 时 ， 
该 立方 体 与 它 本 身 重 合 。 


求 一 个 立方 体 的 各 个 轴 。 清 楚 地 描述 轴 的 位 置 ， 求 与 每 个 轴 相 联系 的 旋转 
角 。 假 定 立 方 体 的 边 长 为 1 个 单位 长 度 ， 计 算 这 些 轴 长 的 算术 平均 值 。 


(9) 在 一 个 四 面体 中 ( 它 不 必 是 正四 面体 ) ， 两 个 相对 的 棱 具 有 相同 的 长 度 
3， 并 且 它 们 彼此 垂直 。 此 外 它们 每 个 都 垂直 于 连接 它们 的 中 点 且 长 度 为 b 的 一 
线段 。 用 a、b 表 示 四 面体 的 体积 ， 并 证 明 你 的 答案 。 


(10) 与 棱锥 底面 相对 的 顶点 称 为 棱锥 的 顶点 。( al 如 果 一 个 棱锥 体 的 顶点 
与 底面 所 有 各 顶点 距离 相等 ， 则 我 们 称 它 为 “等 腰 的 ”。 采 用 这 个 定义 ， 证 明 
一 个 等 腰 楼 锥 的 底面 可 内 接 一 个 圆 ， 其 圆心 为 棱锥 的 高 线 的 垂 足 。 

(0) 如 果 一 个 棱锥 的 顶点 和 底面 所 有 边 的 距离 相等 , 则 我 们 称 此 棱锥 是 “等 
腰 的 ”。 采用 这 个 定义 | 与 前 一 定义 不 同 ), 证 明 此 等 腰 楼 锥 的 底面 可 外 接 于 一 
个 圆 ， 其 圆心 是 这 棱锥 的 高 线 的 垂 足 。 


(11) 求 满足 下 列 四 个 方程 的 方程 组 的 x ，y ,1 与 V: 
X+t7y+3vV+5u=16 

Bx+4y+t6v+2u=- 16 

2xX+0y+4v+8u=16 

5X+3y+TV+uU=-10 

( 此 方程 组 显得 长 而 繁 ， 试 找 出 一 个 穹 门 来 ) 。 


(12) 包 勃 、 彼 得 和 保 尔 一 起 旅行 。 彼 得 和 保 尔 是 徒步 好 手 ， 每 人 每 小 时 走 
里 。 包 勃 有 只 脚 有 毛病 ， 他 开 了 部 小 汽车 ， 能 坐 两 个 人 ， 但 不 能 坐 三 个 人 ;， 这 
车 每 小 时 走 c 里 。 这 三 个 朋友 采用 下 列 方案 : 他 们 一 起 出 发 ， 保 尔 与 包 勃 坐车 ， 
彼得 步行 。 过 了 一 会 儿 ， 包 勃 扔 下 保 尔 让 他 步行 ， 包 扫 回 去 接 彼 得 ， 接 着 包 和 扫 
与 彼得 坐车 直到 他 们 赶 上 保 尔 。 在 这 里 ， 保 尔 换 上 去 坐车 ， 彼 得 又 步行 ， 就 象 
他 们 开始 时 那样 。 就 这 样 ， 整 个 旅程 重复 了 所 需要 的 那么 多 次 数 。 问 : 

(a) 他 们 三 个 人 每 小 时 行进 多 少 里 ? 

(b) 旅行 过 程 中 有 几 分 之 几 的 时 间 恰 有 一 人 乘 车 ? 

(0) 检验 p =(0 与 p=c 的 极端 情况 。 


(13) 三 个 数 成 算术 级 数 ， 男 有 三 个 数 成 几何 级 数 ， 将 此 两 级 数 的 对 应 项 相 
加 ， 分 别 得 到 : 85，76 与 84， 同 时 把 算术 级 数 的 三 项 相 加 ， 得 126 。 求 此 两 级 数 
的 各 个 项 。 


(14) 已 知 x 的 方程 
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X Gm2) x +tm=0 
的 四 个 实 根 成 算术 级 数 ， 求 m。 


(15) 直角 三 角形 的 周 长 为 0 英寸 ， 垂 直 于 斜 边 的 高 的 长 度 为 12 英寸 。 求 此 
三 角形 的 各 边 。 


(16) 你 从 山顶 看 平地 上 的 两 点 A 与 6。 指向 这 两 点 的 视线 的 夹 角 为 Y 。 第 一 
条 视线 对 水 平面 的 倾角 为 a ， 第 二 条 视线 的 倾角 为 B 。 已 知 点 A 与 6 在 同一 水 平 
线 上 ， 两 点 间 的 距离 为 ( 。 

用 角 a ，8 ，Y 与 距离 (表达 山顶 在 A 与 8 公共 水 平面 上 的 高 度 x 。 


(17) 当 n" 为 1，2，3 时 ， 观 察 出 


2 
的 值 分 别 为 112，516，23124 。 请 推测 其 值 的 一 般 规 律 ( 如 果 需 要 ， 可 以 再 观察 
一 些 值 ) ， 并 证 明 你 的 推测 。 


(18) 考虑 下 表 
1=1 
3+5=8 
1+9+11=27 
13+15+17+19=64 
2| +23+25+27+29=125 
推测 由 这 些 例子 所 提示 的 一 般 规律 ， 用 适当 的 数学 记 写 表达 并 加 以 证 明 。 


dt 


(19) 正六 边 形 的 边 长 为 n(n 是 一 个 整数 ) 。 用 平行 于 其 边 的 等 距 平 行 线 把 此 
六 边 形 分 成 [个 等 边 三 角形 , 每 个 边 长 为 1 个 单位 长 。 令 V 表 示 在 此 划分 中 所 出 现 
的 顶点 数 , 而 L 为 长 度 是 1 的 边界 线 数目 ( 一 根 边界 线 属于 一 个 或 两 个 三 角形 , 一 
个 顶点 属于 丽 个 或 更 多 的 三 角形 ) 。 当 n=1, 这 是 最 简单 的 情况 , T=6,V=7,L=12。 
考虑 普 志 情况 并 用 n 表达 T ,VY 与 L( 如 果 能 推测 出 结 末 就 很 好 了 ,如 果 能 证 明 则 更 


佳 ) 。 


(20) 你 能 用 多 少 种 方式 兑换 一 个 美元 !( 如 果 已 知 凑 整 一 美元 所 需 每 一 种 
钱币 一 一 分 币 、 五 分 币 、 一 角 币 ， 二 角 五 分 币 、 五 角 币 一 一 各 有 多 少 个 ， 误 确 
定 一 种 兑换 方式 ) 。 


2 ， 提 示 
(1) 未 知 数 是 什么 ? 能 的 颜色 。 一 一 但 是 ， 从 数学 数据 怎么 能 得 出 一 个 熊 的 
颜色 呢 ? 


己 知 的 是 什么 ?一 个 地 理 位 置 。 一 一 但 它 似 乎 是 目 相 矛盾 的 : 这 熊 以 所 述 
方式 走 了 三 英里 后 ， 怎 能 回 到 它 的 出 发 点 呢 ! 


(2) 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 


(3) 如 果 包 勃 有 大 量 美 元 , 那么 把 每 个 口袋 中 装 上 不 同 数 目的 美元 显然 并 无 
困难 。 

你 能 重新 叙述 这 个 问题 吗 ? 能 放 入 10 个 口袋 并 且 每 个 口袋 中 的 数目 各 不 相 
同 的 美元 最 小 数目 是 多 少 ? 


(4) 这 里 有 个 问题 与 你 的 问题 有 关 : 如 果 该 书 恰 有 9 页 被 标 上 数 ， 印 刷 者 用 
了 多 少 个 数码 字 ? |( 当然 是 9 个) 

这 里 还 有 另 一 个 问题 与 你 的 问题 有 关 : 如 果 该 书 恰 有 99 页 被 标 上 数 ， 印 刷 
者 要 用 多 少 个 数码 子 ? 


(5) 你 能 重新 叙述 这 个 问题 吗 ? 如 末 整 个 价格 用 分 来 表示 ， 可 用 7 除 尽 ， 则 
这 两 个 褪色 的 数字 可 能 是 什么 ? 


(6) 你 能 设想 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 吗 ? 一 个 更 普遍 的 问题 ? 一 个 类 比 的 
问题 ':【 见 “一 般 化 ”一 节 ， 第 (2 点 】 


(7) 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ! 以 已 知 张 角 观 测 一 条 已 知 直线 段 的 点 
的 轨迹 是 两 个 加 弧 ， 它 们 终止 于 线段 的 端点 ， 并 关于 此 线段 彼此 对 称 。 


(8) 假定 读者 熟悉 这 正方 体 的 形状 ， 并 且 只 根据 观 奉 已 经 发 现 了 茶 些 轴 
但 它们 是 所 有 的 轴 吗 ? 你 能 证 明 你 所 列 出 的 轴 的 表 已 经 举 尽 了 吗 ? 你 的 表 和 是 


人 硅 有 清楚 的 分 类 原则 ? 


(外 看 着 未 知 数 ! 未 知 数 是 一 个 四 面体 的 体积 一 一 是 的 ， 我 知道 ， 当 已 知 底 
面 与 高 时 ， 任 何 棱锥 的 体积 都 能 计算 ( 等 于 两 者 的 乘积 ， 除 以 3) ， 但 在 本 例 中 ， 
底面 与 高 并 未 给 出 。 你 能 设想 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 吗 ?( 你 有 没有 看 到 一 个 
更 好 下 手 的 四 面体 ， 它 是 所 给 定 四 面体 的 等 分 部 分 ?| 


(10) 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 定理 吗 ? 你 知道 一 个 有 关 的 …… 更 简单 的 …… 
类 比 的 定理 吗 ? 是 的 ,我 知道 在 一 个 等 腰 棱 锥 中 ， 高 线 的 垂 足 是 底 的 中 点 。 这 里 
有 一 个 定理 ， 与 你 的 问题 有 关 ， 且 早已 证 明 。 你 能 利用 …… 它 的 方法 吗 ! 关于 等 
腰 三 角形 的 定理 是 从 全 等 直角 三 角形 来 证 明 的 ， 它 们 的 高 是 一 个 公共 边 。 


(11) 假定 读者 关于 线性 方程 组 有 一 定 的 了 解 。 解 决 这 样 一 个 方程 组 ， 我 们 
必须 用 茶 种 方式 合并 其 方程 一 一 找 出 方程 组 的 关系 ， 它 能 指出 一 个 特别 有 利 的 
合并 方法 。 


(12) 把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 , 你 能 写 出 它们 吗 ? 在 出 发 地 点 与 这 三 个 朋友 重 
新 人 页 头 的 地 点 之 间 有 三 个 不 同 的 阶段 : 

(a) 包 艺 与 保 尔 乘 车 ， 

(b) 包 动 一 人 乘 车 ， 

(5) 包 亏 与 彼得 乘 车 。 
令 这 三 个 阶段 的 时 间 长 度 分 别 为 tt 与 ti。 你 如 何 把 条 件 分 成 几 个 适当 的 部 分 ? 


(13) 把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 你 能 写 出 它们 吗 ? 令 
a-0, a, atd 
为 算术 级 数 的 各 个 项 ， 以 及 
by ，b，bg 
为 几何 级 数 的 各 个 项 。 


(14) 条 件 是 什么 ? 这 四 个 根 必须 成 算术 级 数 。 但 这 方程 有 一 个 特点 : 它 仅 
包含 未 知 数 x 的 偶 次 才 。 因 此 ， 如 果 a 是 一 个 根 ， 则 一 3 也 是 一 个 根 。 


(15) 把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 你 能 写 出 它们 吗 ? 我 们 可 以 把 条 件 分 为 关于 : 
(3) 周 长 

(b) 直角 三 角形 

(0 到 弦 的 高 的 三 个 部 分 。 


(16) 把 条 件 的 各 个 部 分 分 开 。 你 能 写 出 它们 吗 ? 令 4 与 6 表示 | 未 知 的 ) 视线 的 
长 度 ，a 、B 分 别 表示 它们 对 于 水 平平 面 的 倾角 。 我 们 可 以 把 条 件 分 为 关于 ; 

(a) a 的 倾角 

(bjb 的 倾角 

(0) 其 边 为 1 ，! 与 (的 三 角形 的 三 个 部 分 。 


(17) 你 识别 出 分 母 :，6，24 是 什么 吗 ? 你 知道 一 个 与 此 有 关 的 问题 吗 ? 你 知 
道 一 个 类 比 的 问题 吗 ? (“归纳 与 数学 归纳 法 ”一 市 ) 


(18) 靠 归 纳 发 现 规律 需要 观察 。 请 观察 右边 ， 左 边 起 初 儿 项 和 最 后 儿 项 。 
请 问 其 一 般 规 律 是 什么 ? 


(19) 画 张 图 。 它 可 以 帮助 你 归纳 地 发 现 这 规律 ， 或 者 它 可 以 指引 你 找到 T、 
V、 上 与 nr 间 的 关系 。 


(20) 未 知 数 是 什么 ? 我 们 需要 寻求 的 是 什么 ? 连 这 一 问题 的 目标 是 什么 都 
可 能 需要 弄 清楚 。 你 能 不 能 设想 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 ?一 个 更 普 志 性 的 问题 
一 个 类 比 的 问题 ? 这 里 有 个 非常 简单 的 类比 问题 : 你 付 一 分 钱 可 能 有 多 少 方 
式 ? ( 只 有 一 种 ) 。 这 里 有 一 个 更 普 过 的 问题 : 使 用 分 币 、 五 分 币 、 一 角 币 、 两 角 
五 分 币 和 五 角 币 这 样 五 种 钱币 ， 你 付 n 分 可 能 有 多 少 种 方式 ? 我 们 尤其 关心 特 
例 : n=100 。 


在 最 简单 的 特例 中 , 对 于 小 的 n 值 , 我 们 只 用 实验 或 观察 而 不 必用 伤 脑筋 的 
方法 就 能 得 出 这 解答 。 下 面 有 张 简 表 | 读者 应 加 以 检验 ) 

n 4 5 9 10 14 0D 19 20 24 25 

E, 1 2 2 4 4 0 0 9 9 13 
第 一 行列 出 应 付款 数 ， 一 般 称 为 n。 第 二 行列 出 相应 的 付 法 。 的 数目 ， 一 般 称 为 
El( 我 为 什么 选择 这 个 记号 是 我 的 一 个 秘密 ， 在 现 阶段 ， 我 还 不 愿 公 开 ) 。 


我 们 特别 关心 fw， 但 是 如 果 没 有 一 种 明确 的 方法 ， 我 们 不 大 可 能 计算 Ew。 
事实 上 ， 本 题 对 读者 的 要 求 比 前 面 各 题 的 要 求 更 高 ， 读 者 应 当 创造 出 一 点 理论 
来 。 


我 们 的 问题 是 普遍 性 的 ( 对 于 一 个 一 般 的 n 值 计算 En) ， 但 它 被 “分 离 ” 出 
来 了 。 你 能 不 能 设想 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 ; 一 个 类 比 的 问题 这 里 有 个 非常 
简单 的 类 比 问题 : 仅 使 用 一 分 币 ， 求 付 n 分 的 方法 An 有 多 少 种 ?( An=1) 


3 .解答 

(1) 你 想 过 这 能 是 白 的 而 点 p 是 在 北极 吗 ! 你 能 证 明 这 点 是 正确 的 吗 ? 由 于 我 
们 对 这 一 点 多 多 少 少 有 所 了 解 ， 我 们 把 这 个 问题 加 以 理想 化 。 我 们 把 地 球 看 成 
正好 是 个 球 ， 而 把 能 看 成 是 个 移动 的 质点 。 这 个 点 ， 癌 正 南 或 正 北 移动 时 ， 走 
的 是 经 线 的 一 段 弧 , 而 当 它 向 正 东 移动 时 , 走 的 是 纬 线 ( 平行 于 赤道 ) 的 一 段 弧 。 
我 们 必须 区 分 两 种 情况 : 


(3) 如 果 这 熊 沿 着 经 线 回 到 点 p( 这 根 经 线 和 它 离开 p 点 时 所 沿 的 经 线 不 同 ) ， 
则 p 点 必须 是 北极 。 事实 上 , 地球 上 两 根 经 线 相 交 的 仅 有 的 男 一 点 是 南极 , 但 是 
这 熊 只 有 问 北 移动 才能 离开 南极 。 


(b) 如 果 当 能 向 正 东 走 一 里 时 ， 它 正好 在 一 个 纬 疾 上 定 了 nn 次 ( 这 里 ,nn 可 以 
是 1，?，3…) ， 那 么 ， 这 熊 沿 着 它 离开 点 时 的 同一 条 经 线 能 够 回 到 p 点 。 在 这 
种 情况 下 ,p 点 不 是 北极 而 是 十 分 靠近 南极 的 一 个 纬 疾 上 的 一 点 ( 这 个 纬 圈 的 周 
长 用 英里 表示 时 ， 稍 小 于 2x+1 英 里 ) 。 


(2) 我 们 把 地 球 表 示 成 题 1 解答 中 那样 的 球 。 包 劲 所 要 的 土地 由 两 根 经 线 与 
两 个 纬 线 所 围 成 。 设 想 有 两 根 固定 的 经 线 以 及 一 个 沿 离开 亦 道 的 方向 移动 的 纬 
圈 : 在 移动 的 纬 疾 中 被 两 根 固定 的 经 线 所 截取 的 圆 孤 将 越 来 越 短 。 包 动 所 要 的 
地 的 中 心 应 当 在 赤道 上 ; 他 在 美国 不 能 得 到 。 


(3) 在 一 个 口袋 中 最 小 的 数目 显然 是 90。 下 一 个 较 大 的 数目 至 少 是 1, 再 下 一 
个 较 大 的 数目 至 少 是 2…, 而 在 最 后 一 个 ( 第 十 个 ) 口袋 里 的 数目 至 少 是 9 。 因此， 
所 需要 的 类 元 总 数 全 少 为 


0+14+2+…+9=45 
包 勃 做 不 到 这 一 点 : 他 只 有 44 美 元 。 


(4) 一 本 999 页 的 书 需要 
9+2 XI0+3 XI900=2889 
个 数字 。 如 果 问 题 中 的 原 书 有 X 页 ， 则 
2889+4(X-999) =2989 
X=1024 
这 个 问题 教导 我 们 ， 对 于 未 知 数 有 个 预先 的 估计 可 能 是 有 用 的 { 或 者 甚至 
是 必要 的 ， 如 本 例 ) 。 


(5) 如 果 _679_ 能 被 12 整除， 则 它 同时 能 被 $ 和 9 整除。 如 果 它 能 被 8 整除,， 则 
数 19_ 必须 能 被 8 整除 ( 因为 1000 能 被 8 整除， 于 是 19_. 必须 是 192 : 即 最 后 一 个 褪 


色 的 数字 是 2。 如 果 .6792 能 被 9 整除 , 则 其 各 位 数字 的 和 必须 能 被 9 整除 ( 天 于 弃 
9 法 的 法 则 ) ， 于 是 这 第 一 个 褪色 的 数学 必须 为 。 
一 只 火 鸡 的 价格 是 | 在 祖父 的 时 代 ) 
$367,9272=$5,11 


(6) “已 知 一 点 和 一 个 具有 对 称 中 心 的 图 形 | 在 同一 平面 上 ) 之 位 置 ， 求 过 
此 点 并 二 等 分 已 知 图 形 面积 的 直线 ”。 所 求 的 直线 当然 必 经 过 对 称 中 心 ( 见 “ 发 
明 家 的 矛盾 ”一 市 ) 。 


(7) 在 任何 位 置 ， 角 的 两 边 必 须 经 过 这 正方 形 的 两 个 顶点 。 只 要 它们 经 过 
这 同一 对 顶点 , 则 角 的 顶点 在 圆 的 同一 个 弧 上 移动 { 根据 作为 提示 基础 的 定理 ) 。 
因此 ， 所 求 的 两 个 轨迹 之 中 的 每 一 个 都 包括 几 段 圆 踊 : 在 情况 (a) 中 包括 4 个 半 
圆 ， 在 情况 ( 0) 中 包括 8 个 114 圆 ， 见 图 3 1 。 


图 31 


(8) 袖 在 某 点 穿 通 正方 体 的 表面 ， 该 点 或 者 是 正方 体 的 顶点 ， 或 者 在 一 条 
棱 上 ， 或 者 在 一 个 面 内 。 如 果 这 轴 经 过 棱 上 的 一 点 ( 但 不 经 过 它 的 端点 之 一 ) ， 
则 此 点 必须 是 中 点 ， 否 则 在 旋转 后 此 楼 不 能 与 其 本 身 重合 。 类 似 的 ， 一 个 轴 穿 
过 一 个 面 的 内 部 ， 则 必 经 过 这 面 的 中 心 。 当 然 ， 任 何 轴 都 必须 经 过 正方 体 的 中 
心 。 因 而 有 三 类 轴 : 


(aij4 个 轴 ， 每 个 都 经 过 两 个 相对 的 顶点 : 角 120”， 角 240”; 
(bj6 个 轴 ， 每 个 都 经 过 两 个 相对 的 楼 的 中 点 ， 角 180” ; 
(5 个 轴 ， 每 个 都 经 过 两 个 相对 的 面 的 中 心 ; 角 90”，180”，270” 


第 一 类 的 一 个 轴 长 见 第 12 节 ， 其 余 的 轴 长 更 好 计算 。 所 求 平均 值 为 
人 


( 此 问题 对 准备 研究 晶体 学 的 读者 可 能 有 用 。 念 过 不 少 微 积分 的 读者 可 以 看 出 所 
计算 的 平均 值 是 正方 体 “ 平 均 宽度 ”的 一 个 很 好 的 近似 ， 事 实 上 ， 平 均 宽度 是 
312=1.5)。 


(9) 经 过 长 为 3 的 一 条 棱 和 长 为 b 的 垂直 线 的 平面 把 这 四 面体 分 成 了 两 个 更 
好 下 手 的 全 等 四 面体 ， 每 个 的 底面 都 是 ab/ 2 ， 高 为 i1 2 。 因 此 所 求 体 积 关 


1 ap a a’b 
2 二 
3 2 .2 2 


(10) 棱锥 的 底面 是 一 个 具有 n 边 的 多 边 形 。 在 情况 ( 3j ， 棱 锥 的 nr 个 侧 棱 相 
等 ; 在 情况 (了) ， 其 "个 侧面 的 高 ( 从 顶点 作出 的 ) 相等 。 如 果 我 们 画 出 棱锥 的 高 ， 
并 在 情况 ( aj， 把 高 线 的 垂 足 与 底面 的 "个 顶点 连结 起 来 , 但 在 情况 (b) 把 高 线 的 
牌 足 与 nr 个 侧面 的 高 线 的 垂 足 相连 结 ， 则 在 这 两 种 情况 下 ， 我 们 都 得 到 "个 直角 
三 角形 , 它们 的 高 ( 也 是 棱锥 的 高 ) 是 一 公共 边 : 我 们 说 这 nm 个 直角 三 角形 是 全 等 
的 。 事 实 上 ， 每 个 直角 三 角形 的 斜 边 ( 在 情况 (a) 是 一 个 侧 棱 , 在 情况 (b) 是 一 个 
斜 高 ) 的 长 度 相等 , 根据 所 提问 题 给 出 的 定义 ; 我 们 刚才 已 提 到 ,所 有 三 角形 男 
一 边 是 公共 边 | 棱锥 的 高 ) ， 而 且 还 都 有 一 个 角 是 直角 。 在 这 n 个 全 等 三 角形 中 ， 
第 三 边 也 必须 相等 ;它们 是 从 同一 点 ( 高 的 足 ) 作出 的 ， 在 同一 平面 内 ( 底面 ) : 
它们 构成 一 个 圆 的 "个 半径 , 在 情况 (a) , 这 圆 外 接 于 棱锥 的 底面 , 而 在 情况 (b) ， 
这 圆 内 切 于 棱锥 的 后 面 。|( 但 在 情况 (b) ， 上 述 n 个 半径 牌 直 于 底 的 各 边 ， 这 扣 
尚 有 签证 明 ; 这 可 由 解析 几何 中 关于 投影 的 一 个 着 名 定理 得 出 ) 。 


十 分 值得 注意 的 是 : 一 个 平面 图 形 ( 等 腰 三 角形 ) 可 以 在 立体 几何 中 有 两 个 
不 同 的 类 比 。 


(11) 我 们 观察 到 ， 第 一 方程 对 第 四 方程 的 关系 和 第 二 方程 对 第 三 方程 的 关 
系 相似 : 其 左边 的 系数 相同 而 次 序 相 反 ; 右边 的 数 的 符号 相反 。 将 第 一 方程 与 
第 四 方程 相 加 ， 第 二 方程 与 第 三 方程 相 加 ， 得 
6{x+tu) +10( y+v) =0 
10(x+tu) +10(y+v) =0 
这 可 以 看 成 是 含 两 个 新 未 知 数 ( X+uj 和 (yt+y) 的 线性 方程 组 ， 由 此 易 得 
X+u=0 y+v=0 
以 -x 代 殖 u，-y 代 苦 yY， 代 入 原 方程 组 的 前 两 个 方程 中 ， 我 们 有 
-4X+4y=16 
6x—2y=-16 


由 此 解 得 
X=-2， yz2， VU=2, Vz=- 1 


(12) 在 出 发 点 与 会 合 点 之 间 ， 每 个 朋友 旅行 了 同样 的 距离 ( 记 住 ， 距 离 = 速 
度 X 时 间 ) 。 我 们 区 分 条 件 的 两 个 部 分 : 


包 劲 与 保 尔 的 行程 一 样 多 : 
Cti- Ct,tct 3=ct 1 十 pt ,+pt; 
保 尔 与 彼得 的 行程 一 样 多 : 

Cti- pt :+pt3=pt 1tht 2+Ct 3 


从 第 二 方程 得 出 : 


(CcC-p) ti= (ec-p) ta 
当然 ， 我 们 假定 ， 汽 车 跑 的 比 步 行 要 快 ， 即 c>p 。 于 是 有 
t 1=t 3 
即 彼得 步行 时 间 与 保 尔 一 样 多 。 在 第 一 方程 中 将 t ; 代 以 t 1,， 我 们 得 


tt= (Cc+p) /〈c-p) 
这 当然 也 是 tt 的 值 。 所 以 我 们 得 到 解 ; 
1 c(tt2t+ts) _ c(c+37p) 
i+t2+t3 3c+p 

| 12 Cc-P 

fit+t2+1t3 3c+p 
(0) 事实 上 , 0<p<t，, 这 里 有 两 个 极端 情况 : 如 果 p=0, (a) 得 出 c/ 3 而 (b) 得 出 11 3 ; 
如 果 p=c ，(a) 得 出 而 (b) 得 出 0 。 不 必 计算 也 很 容易 看 出 这 些 结果 。 


(13) 这 条 件 很 容易 分 成 用 下 列 四 个 方程 所 表示 的 四 个 部 分 : 
a 一 4+bg =85 
a+b=76 
atd+bg=84 
3a=126 
由 最 后 一 个 方程 得 出 n=42, 于 是 由 第 二 式 得 出 b=34。 将 其 余 两 方程 相 加 ( 以 消去 
d) ， 我 们 得 


2a+b( g +9)=169 
因为 i 与 p 已 知 ， 这 是 9 的 二 次 方程 ， 解 得 
0=2， d=- 26， 


或 
g=1/2,， d=25 
这 级 数 是 
068, 42, 16 17, 42,67 
17，34，68 或 68，34，17 


(14) 如 果 a 与 一 是 具有 最 小 绝对 值 的 根 ， 则 在 级 数 中 ， 它 们 将 处 在 级 数 中 

彼此 相 邻 的 位 置 ， 因 此 将 是 下 述 形式 : 

-39, -9, 9, 34 
因此 ， 所 提 方 程 的 左 侧 必 有 以 下 形式 : 

(Xa ) (Cx.9a) 
相 乘 后 ， 比 较 同 次 寡 的 系数 ， 得 到 

| 0a =3m 十 -2 
9a'=m 


消去 a ， 得 到 
19m—108m—36=0 
故 m=6 或 6/ 19。 


(15) 令 a、b 表 示 两 直角 边 ，( 表示 和 斜 边 。 条 件 的 三 个 部 分 表示 如 下 : 
atb+c=60 
a +th = 
ab=12( 
注意 
( a+b) “=a +b +2ab 


我 们 得 到 


(60 一 () =C +24( 
所 以 ，(=)5，3=15，b=720 或 3=)0，b=15，(C=25( 对 三 角形 来 说 ， 这 两 个 答案 是 一 
致 的 ) 。 


(16) 条 件 的 三 部 分 可 表示 为 
sijna=x/a 
sin B=x/b 
C=a tb- 2abcos y 


消去 a 与 b 后 ， 得 
> cSin’QoSin’B 
Sin’Q + Sin’B —2SinoSinBCosy 


(17) 我 们 推测 


> 学 n 1 
二 十 二 十 =1- 
2! 3! (n+1)! (n+])! 
服从 “归纳 与 数学 归纳 法 ”的 模式 、 我 们 问 ， 当 我 们 从 "过 渡 到 下 一 个 值 n0+1 时 ， 
所 推测 的 公式 是 否 仍然 成 立 ? 根据 上 式 ， 我 们 应 当 有 
PB,.2 n n+l 1 
二 十 二 十 :十 =1 一 一 一 一 
2! 3! n+D)! (n+2)! (n+2)! 
将 上 二 式 相 减 来 检验 这 点 ， 我 们 得 
n+t+l 1 1 


iD ro! rn 


n+2 1 

(n+2D)! (n+D! 
当 n=1，2，3j ，… 时 ， 显 然 此 式 成 立 。 于 是 根据 上 述 所 提 到 的 模式 ， 我 们 可 以 证 
明 我 们 的 推测 。 


(18) 在 第 n 行 ， 右 侧 看 起 来 是 " ， 而 左 侧 是 n 项 之 和 。 和 的 最 后 一 项 是 第 m 个 
奇数 ， 即 2m 1， 式 中 


m=| +2+3+°*°+n 
见 “ 归 纳 法 与 数学 归纳 法 ”一 节 ，4 。 因 此 ， 左 侧 和 的 最 后 一 项 应 该 是 


2m-1=n2+Hn-1 

于 是 我 们 可 以 用 两 种 方法 导出 所 考虑 的 和 的 首 项 ， 从 来 项 倒退 n. 1 步 ， 我 们 得 

(nn-1)-2(n-1)=n-n+l 
而 从 前 面 一 行 的 最 末 项 往 前 进一步 ， 我 们 有 
[(n-1) +(n-1)-1]+2 
把 它 化 简 后 ， 得 到 同一 结果 。 好 ! 我 们 已 经 知道 是 

(ni-ntl) +(n’- n+3) + +( n+n-1) =n 

这 里 左 侧 表 示 一 个 算术 级 数 的 n 个 连续 项 的 和 ， 其 差 为 。 如 果 读 者 知道 这 样 一 
个 级 数 的 和 的 规律 ( 首 项 与 末 项 的 算术 平均 值 乘 以 项 数 ) ， 他 可 以 证 明 

(nn+l (n+tn- 1)n/2=n 
于 是 证 明了 推论 。( 所 引 公式 用 一 张 与 图 18 稍 有 不 同 的 图 很 容易 加 以 证 明 。)) 


到 n(n+1) 
2 


(19) 边 长 为 1 的 正六 边 形 的 周 长 为 in。 所 以 这 周 长 包 括 bn 个 长 度 为 1 的 边界 

线 ， 并 包含 in 个 顶点 。 因 此 ， 从 nh- 1 转 到 "，V 增 加 fn 个 单位 ， 于 是 

V=1+6( 14+24+34 +h) =3n +3n+1 
见 “ 归 纳 与 数学 归纳 法 ”一 节 ， (4) 。 这 六 边 形 被 通过 其 中 心 的 三 根 对 角 线 分 成 
6 个 等 边 三 角形 。 检 查 其 中 一 个 

T=6(1+3454 +2n-1) =6n 
(算术 级 数 和 的 规则 ， 见 第 18 题 的 解 ) 。 这 T 个 三 角形 合 起 来 共有 3T 个 边 。 在 这 总 
数 3T 中 , 长 度 为 1 的 内 划分 线 都 被 计算 了 两 次 , 但 沿 六 边 形 周 长 的 bn 根 线 只 算 了 
一 次 。 因 此 ， 


2L=3T+6n 

L=9n +3。 
( 至 程度 较 高 的 读者 : 根据 欧 拉 关于 多 面体 的 定理 : THV=L+1 可 得 此 结果 。 请 证 
明 此 关系 式 ! ) 


(20) 下 面 有 排列 整齐 的 一 系列 类 比 问 题 ， 计 算 h,，B,，(C,，0D, 与 E,。 其 中 每 
一 个 都 是 付 f 分 钱 的 支付 方式 的 数目 ;其 差别 只 在 于 所 用 的 钱币 不 同 : 


hi: 站 一 分 币 

Ci: 一 分 币 、 五 分 币 、 一 角 币 

D，: 一 分 币 、 五 分 币 、 一 角 币 、 二 角 五 分 币 

FE :一 分 币 、 五 分 币 、 一 角 币 、 二 角 五 分 币 、 五 角 币 前 面 已 用 过 记号 5 ( 现 


在 理由 清楚 了 吧 ?!) EE 列举 出 用 五 种 钱币 付 n 分 钱 的 所 有 方式 的 数目 。 但 是 我 们 
可 以 区 分 两 种 可 能 性 : 第 一 ， 未 用 五 角 币 。 根 据 定义 ， 这 种 付 法 的 数目 是 D,，; 
第 二 , 用 五 角 币 ( 可 能 性 更 多 ) 。 当 第 一 个 五 角 币 放 在 收 区 计数 器 上 时 , 剩 下 n:50 
分 要 文 付 ， 这 愉 有 Es 种 方式 来 支付 。 我 们 推出 

E,=D,+ Er.so 


同 理 


D,=(C,+D，55 

(=B ,+Cnan 

8,= 人 ,+B，s 
稍稍 留意 便 可 证 明 : 如 果 我 们 令 


( 这 显然 有 意义 ) ， 并 且 把 这 些 量 A,，6B,,…，E, 中 任何 一 个 看 作 等 于 0 ， 则 当 其 下 
标 为 负 时 ， 上 述 公式 仍然 有 效 。 例 如 ， 可 立即 看 出 ，E;;=D;s, 而 这 与 我 们 的 第 一 
个 公式 一 致 ， 因为 上 550=E.5=0 o 


我 们 的 公式 使 我 们 能 够 递 推 地 计算 所 考虑 的 量 ( 递 推 ， 即 通过 回 到 "的 较 低 
数值 或 回 到 字母 表 中 位 置 较 前 的 字母 的 方法 ) 。 例如， 如 果 C20 与 B30 已 知 ,我们 
可 以 通过 简单 加 法 求 (30 。 在 下 表 中 第 一 行 开 头 标 以 Mn; 第 一 列 开 头 标 以 0/， 只 
包含 等 于 1 的 数 ( 为 什么 ]) 。 从 这 些 起 始 的 数 出 发 ， 我 们 可 以 用 


夯 国 一 天 5 15 20 25 30 35 40 45 50 


简单 的 加 法 递 推 地 计算 其 他 项 : 表 中 任何 其 他 数 等 于 它 上 面 一 数 或 者 等 于 它 上 
面 一 数 与 另 一 个 在 其 左边 适当 距离 的 数 。 例 如 

C30=B30+C20=7 +9=16 

一 直 这 样 计 算 下 去 直到 E5=50;， 即 ， 你 可 以 用 恰好 50 种 方式 文 付 )0 分 钱 。 再 进行 
下 去 ， 你 可 以 得 到 Ew=292， 即 ， 你 可 以 用 292 种 不 同 的 方式 兑换 一 美元 。 


